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1. 

Du mouvement d'un corps sur un plan fixe, quand on 
a egard k la resistance du frottement. 

(Par Mr. A. A. Cournot, Dr. es scieocw a Taris.) 
iSnire da memoire Nfc 17. ton. V. coli. 3.| 

14. Comme les calculs, dans le OM geneVal, seraient extremement com- 
pliques, et que la consequence singuliere u laquelle nous voulons arriver, 
peut egalement s'etablir sur un cas tres simple, supposons, pour fixer les 
id< es , quo le corps soit un paralhMepipede rectangle, reposant sur le plau 
par tine de ses faces, soumis u uue impulsion qui passe par son eeutre de 
gravite, en sorte que les axes des x', y' y z' soieut respectivement paralleles 
u ceux des x f y, z, et que la force d'impulsion se trouve comprise dans le 
plan des xz. La face par laquelle le parallclepipcde repose sur le plan, et 
les aretes qui la tcrminent paraUclemcot anx j, &ant supposees egalement 
polies dans toute leur «'tendtie, designons par r le coeflicient du frottement 
en chaque element superficiel de la base, et par e' le coeflicient du frot- 
tement en chaque Clement lineairo des aretes. Designons de plus par 2f f 
2 g, 2 h les longueurs des aretes paralleles aux axes des x, y, zj f, g, k 
etant des nombres positifs de leur nature. Si Ion avait <Z>0, le paral- 
lelepipede so detacherait enticrement du plan, mais en commeucant par 
exclure ce cas, il faut de toute uecessite 1° ou que le frottement de la 
base empeche le oorps de prendre aucun mouvement; 2* ou que le frot- 
tement de la base »'taut surmonte, le corps glisse sur cette base dans la 
direction de l axe des xs 3° ou que le parallclepipede se souleVe sm* une 
des aretes paralleles aux y, mais que la resistance du frottement empeche 
cette arcte de prendre aucun mouvement; 4° ou bien enfin que le oorps 
se souleve sur une des aretes, et que cette arete gilsse paralleienient u 
elle-meme, en surmontant la resistance du frottemeut. 

Si le corps reste immobile sur sa base, on aura: 
Q = X+ffF x dxdy, Q=Z+f/Pdxdy, O^ffPxdxdy + hffF^dxdyi 
ou bien, comme P et F t sont iudepeudants de y: 
46. Q=X+2g/F l dx, 0=Z+2gfPdx, 0^2gJPxdx+2ghJF l dx. 

Crrlle » Jowb.1 4. M. Bd. Vi». Hell. I. 1 
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II faut que la fonction P puisse ötre oensee positive en chaque Clement 
du contact, et pour cela qu'on ait 

«• JPä*>o, f 7§£<J> 

la premiere condhion est satisfaite a cause de Z <Z0, les deux autres don- 
nent, apres les transformations oonveuables: 

48. h X — fZ > 0, kX+fZ<Q. 
II faut en outre que I on puisse concevoir la presaion repartie de teile sorte, 
que pour ehaque eminent du contact, F x soit numeriquement inferieur A 
tP. Gette derniere condition ne peut £tre e'tablie analrtiquement, qu'au- 
tant qu'on suppose que la fonction F x conserve le meme signe dans toute 
letendue de 1 integral Ion , ce qui est d'ailleurs oonforme u la nature de 
la question. Si donc I on pose (?=tP + F lt selon que F x est positif ou 
negatif, la fonction <p sera dans le mdme oas que P, c'est-a-dire qu'elle 
devra <Ure positive dans toute l'&cndue de l'uitegration, ce qui exig« qu'on ait 

mais comme, d'apres les equatious (46.), /F x xdx est enuerement inde- 
termine, fQxdx = tJPxdx f fF t xdx le sera pareillemetit , et I'ou »e 
trouvera dispense" d'avoir egard A ces deux dcrnieres inegal ites; il sufiira 
que Ion ait Jq>dx*=tfPdx +/F,rfar>0, aelon que fF x dx est positif 
ou negatif. Mais il est clair que, sans nuire u la getraute* de la question, 
on peut supposer A">0, et par cousequent JF X d x negatif; alors linega- 
lite* prece*dente se reduira a 

X+tZ<0: 

dans la meme supposition, la premiere iocgalite' (48.) sera satisfaite d'elte 
meme, et il deviendra inutile dy avoir egard. 

15. Si le paraltelepipede glissait en s'appuyant sur sa base, la pre- 
miere equatioo (40.) »er ait remplacee par 

X+2e/F>dx, 

et il faudrait poser en outre 

F x = + e P, selon <pie «' 5 0, 

cest-A-dire selon que le corps glisserait dans le seus des x positive« ou 
negatives ; mais comme noiw admettons que X est positif, il est clair, d'apres 
l'equation precedente, qu'on ne peut avoir en meme temps F x positif, et «' 
negatif. Posant dono siroplemeut F, = — tP, la troisieme inegalite" (47.) 
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donnern 

/— rA>Oj 

les deox autres teront satiafaites d'elles meines. Quant k Ia oonditioa **>0t 
eile deviendra 

-Y + tZ>0. 

16. Si le parallelepipede se souleve, en s'appuyaot sur l'arete 
parallele aux y, qui a pour abscisse /, et que de plus le frottement de 
oette arete l'empeohe de giisser, ce sera le cas d'appliquer les formules 
du No, 11., en r&luisant U n Z, et U, ü X. En consequence on aura, 
pour les condition« relatives u eette hvpotbese: 

49. XT— ^,Z>0, i {2f- <SX) < ✓ (XT—S t Z); 
et comme il flaut de plus, en raison de oe que le parallelepipede est en 
eontaot aveo le plan par sa baae, que / soit positif, eette nouvelle condi- 
tion donnera 

On a S=t+K'f, &, = l+X'h\ T=K'fh t en sorte que ces Irois 
quantites sont positives: il en resulte que Ia premiere inegalite 1 (49.) est 
satiafaite delle- meine, et que la secoude doit preudre la forme 

SX—ZT< •'{XT—S l Z); 
quant u la derniere, eUe se reduit apres les substitutions convenables « 

AX+/Z>0. 

Dans le cas ou l'arete surmonterait le frottement, et glisserait parallele- 
ment u eUe meme, dans le sens des x positives, les conditions seraient, 
toupurs d apres le No. 11.: 

S — t'T> 0 t SX — ZT—t'(XT—S l Z)>O i 
et de plus il resulterait de la nouvelle condition y' >0: 

ou es reduisant, et observant que Z est negatif, 

/— *'A<0. 

Si au oootraire ou voulait admettre que l'arete glissat parallelemeut aus 
* negatives, eette meme inegalite 7'>0 donnerait 

ou / -f t' h <0, condition hnpossible a remplir, puisque /, h, s' sont po- 
aitifs, v. qin montre que oette hypotheae n'est pas admissible. 

1 • 



Digitized by Google 



4 1. Cournot, du mouvtment (Tun corps tur un plan ßxr. 

On pourrait encore supposer que le parallelepipede se souleve, en 
s'appuyant sur l'arete qiü a pour abscisse — /. mais en discutant les trois 
cas dang lesquels cette hvpothcse se subdivtse, on reconnait qu elle est 
inadmisaible. En effet, si larete rcstait fixe, la condition />0 donnerait 

Z + SS t - T*" > °» 
en observant que T ! est egal et de signe contraire a T; cette inegalite, 
convenablement r 6 d uite, dovient h X — fZ < 0, et ne peut substster, puis- 
que Z est negatif. 

Dans le cas ou larete dont il sagit, glisserait parallel einen t aux * 
positives, cette memo condition 7'>0 deviendr .it / + t ' /i •< 0 , et serait 
encore impossible ii remplir. Enfin si l'arete glissait dans le sens des x 
negatives, on aurait (No. 11.): 

S + t'T>% SX— ZT + t'(XT— ^,Z)<0; 
et de plus, en raison de •/>(): 

z — s^r >0 * ™ /-• / A<0. 

La seconde de ces ioegalites peut se roettre sous la forme 
(5+ ✓ 7*)X — Z(T+ 1' iS,) < 0, 
et eile ne saurait subsister concurremment avec la premiere, u moins qu'on 

n'ait T+ 1' S x < 0, ou i < J^. D un autre cdte la 3' donne * ' > -£ , d ou 

i et en remettant poor T f 8 %t leurs valeurs, /<0, ce qui est 

contre la deTinition. 

17. En ecartant dono tous les systemes impossibles, et daus ceux 
possiblcs, les incgalites qui se trouvent veVtfiees d'e 
defiuitivement les quatre systemes suivants d'inegalites : 
ir . X + eZ<0, 

< C > \(c') AX+/Z<0; 

tn% )< rf) x + ' z >°> 

)(d') f-<h >0; 

j(0 5A'-zr-«'(xr-5,z)<o, 

< fe > j(e') 7iX+/Z>0; 

/(/•) .S-,'T>0, 
(f) {(/') SX— ZT— *'(XT— £,Z)>0, 
(tf") /— t'A<0; 
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fl ne reste plus qua voir si l'on j out, par une analyse semblable u celle 
du No. 12., etablir qu'un de ces systemes est toujoun verifie', et qu'U n'y 
en a qu'un seul, quelles que soient les valeurs des coefficients r, «'. 

D est eVident que les systemes (C) et (Z>), (C) et (£), (E) et (F) 
sont respechVement incompabbles, ou ne peuvent pas etre satisfaits sirnuU 
tanement, puisque dans cbacune de ces corobinaisons entreraieot deux in« 
egalites contradictoires. Les systemes (C) et (F) sont encore incompati- 
bles; cor (/') donnerait 

x Z(7WS.) 
A> S-*'T~> 
S — t'T «'laut >0, en vertu de (/)> <* l'on tirerait de (e') 

A< h * h S-i'T • 

developpant et re*duisant, aveo le soin d'obserrer que Z est nt'gatif, on 
arriverait A / — «'A>0, ce qui est loppose* de (/"). 

II ne reste plus, pour epuiser les six combinaisons possibles, qua 
considerer Celles de (ö) avec (E) t et de (D) aveo (F). Or, si l'on suppose 
pour un moment • = t' y ces combinaisons seront exclues oomme les pre- 
cedentes; car, A legard de la seconde, (</') et (/") seront directement 
opposees; et quant u la premiere, on tirerait de (e) 

d'ou, en comparant, et redubjant: hX-\-fz<^(), ce qui est loppose* de («')• 
Mais si l'on ne suppose plus e = les systemes (Z>) et (£), oeux 
(D) et (F) pourront etre veYifies aitnultanement. Si par exemple, on fai- 
sait/=l, A=3, MA'ssjV, <S = il> = y=, p J , et qu'on 
prit ensuite * = e' = i, X=l, Z = — 1, les deux systemes {ü) et 
(£) seraient satisfaits; et U en serait de meme par les Systeme» (±7) et (F), 
si l'on prenait X = 2, les valeurs des autres lettres restant les meines. 

Cette consequence est tout-a-fait contraire A Celles auxquelles nous 
sommes parvenues dans la premiere partie de ce memoire, quand nous ue 
considerions le frottement qu'on un seule point ; mais pour completer cette 
Opposition dans les resultats, il reste u montrer qu'A moins de supposer 
t = ? ', il est possible qu'aucim des System es (C) .... ( / ) ne soit satis- 
fait. Or c'est ce qui aurait Leu, si en prenant dans ehacun des quatre 
systemes une des ine*galites qui le composent, le nouveau Systeme forme 
de ces quatre iue*gaJitus prises avec les signes renverses, pourait etre ve- 
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rifie. En procedant de la meme maniere que nous l'avons fait au No. 12., 
le* systemes ou combinaisons qu'il faudrait former et diaouter, seraieot au 
nombre de 24. II est aise* de »'assurer que 21 de oes combinaisottft sont 
iinpoHsibles, quelles que soient les valeur* de f, f*j mais U n'en est pas 
do meme i\ l'egard des trois eombitiaisons 

•,/"], [*,<*',•,/"], [c', 4* $ *,/"], 
qui ne sont imposaibles qu'autant qu'on suppose e = t'. Si par exemple 
onfait/=l, A = 3, *=J, e'=$, X=f, Z«— 1, la prämiere de 
ces combiuatsons donnera 

-l + f>0, \— {<0, 13.1+9— Ut-37)>0, 1— f>0; 
chacune de ces inegalites est vt'rifit'p, et par suite aucun des systemes 
(().... (7' ) ne saurait l'etre. D'ou U faut oonolure que dans 1 abstrac- 
tion mathematique, Thypothese de la proportionnalite* du frottement a la 
pression ne peut s'appUquer en general a un corps tel qu'un parallelepipede, 
reposaut sur une face parraitement plaue et terminee par des arotes vives, 
& moins de supposer que le coefficient du frottement soit le m^me pour 
l'element superficiel d'aire plane et pour l'element Unfaire darete viVe. 
Cette maniere de prouver, independamment de toutes considerations phy- 
siques, et par le seul deVeloppement des conditions d'inegalirä, que cer- 
taines hypothesea sur la valeur du frottement sont ioadmissibles, nous semble 
devoir ctre mise en consideration. 

18. Afin de montrer que cette dilBculte* tient uniquement a ee 
quon ne peut pas supposer que le frottement sur une face plane, soit 
oomparable au frottement sur une pointe ou sur une arete vive, imaginons 
que le parallctäpipede repose sur quatre pointes, symetriquement plaoees 
par rapport ii son oentre de graute ; que f soit le coefficient du frottement 
pour les deux pointes dont labscisse est £, et (' le meme coefficient pour 
les deux pointes dont labscisse est — £. II est clair que dans ce cas on 
doit pouvoir se donner arbitrairement les valeur» de* coeffidents t, f'; et 
qu ainsi les systemes dinegalhes doivent etre tels quun seul de ces syste- 
lemeure toujours \6ri&6: cest aussi ce qua confirme lanarrsesuit 
Si le corps rüste immobil <• sur les quatre points d'appui, on 



60. 

d ou 



i0 = X + 2t\ + 2F' i , 0=Z + 2 J P+2/ y , 

j o = 2P^-2P'|+2A(/;+r i ), 

p _ hX+Zl h X-Zj 

p W~ y ~'W" 
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11 Taut qu'oo ait P>0, P>0; la secondo condition est satisfaite delle- 
mi'me, d'apros les suppositions qu'on a faites dans les N°* pre*ce*dents. 

F, et F[ derart etre, par la nature de la queation, supposes de 
memo signe, et negatife, u cause que A est positif, il laut de plus que la 
fonctioB 0r=«P+F, puisse etre censee oonstammeut positive, et pour 
cela qu on ait 

<p + <p<>o >~*, 

<P + <P>"» + r < + $ » 
mais comme F;, et par oonsequent <P — <p' est iodeternum*, il auffit 
de considerer la premiere condition, qui donne: 

Q£X<(e—e')hX — («'+«")££• 
19. Si le corps glisse sur sea quatre points d'appui, la 1*** equa- 
tioo (50.) est remplacee par 

iW«' = X+2*\ + 2*\ , 

et I on a 
scion que 

e'^0. 

D'apres les valeurs qui en resultent pour P, P* et *', on est 
duit pour le cas de <*'>0, aux conditions suivantes 



2|^I^Z?)Ä> U » 2£— (*-*') ' 2£ — (« — «')* 

Le numerateur de la premiere uiegalite" <*tant necessaircment positif, on 

peut la remplacer par 

51. 2£— (f-f')A>0, 
et supprimer les denorainateurs des deux autres inegab'tes; mais alora ileat 
visible que IWgalite' (51.) est superflue ü &rire; car, si £ — th est po- 
sitif, 2|— ( e -c')h = Z-ih + Z + e 'h le sera u fortiori. 
Pour le cas de *'<0, on a: 

Or, si le denominateur commun aux premiers membres de ces trois bega- 
btes est positif, le numerateur de Ia3* sera aussi positif, A cause deX>0, 
Z<0, en sorte que cette incgaltte" ne pourra etre verifiee; siau contraire 
ce meme denominateur est ne*gatif, ce sera la seconde üi^galitd qui ne 
pourra letre; en sorte que de toutes manieres, l'hypothese a laquelle ce 
Systeme d inegalites appartient, ne aaurait subsuter. 
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20. On demontrerait, comrae daus le No. 16., que le corps ne 
peut se soulever, en s'appuyant sur les deux points qui ont pour abscisse 

£ t et s'U se soulevait en s'appuyant sur les deux points dont l'abscisse 

est £, on retomberait sur les formides du No. dte, en y changeant seule- 
ment / en £, et e 1 en e; de sorte quil y a en tout qaatre hypotbeses ad- 
tnissibles sur le mouvement du corps, auxquelles se rapportent les quatre 
systemes suivants d'inegalites : 

, r . \U) AX + Z$<0, 

( ' W) X[2S-(f-iO*] + (« + »0^<Oi 

l"> j(A') X[2£-(t- eO*] + (t+OU>0; 

Ue) SX-ZT-t(XT-S,Z)<0, 
<*> j(0 A*+Z£>0; 

5-.T>0, 
(F) !(/') — ZT — e ( XT — »S, Z) > 0, 

lero a 

En suivant la marche indiquee au No. 17., fl est facile de prouver que 
deux quelconcpies de ces quatre systemes ne peuvent pas subsister simul- 
tanement; reste a faire voir que l'un d cntre eux est necessairement satis- 
fait. l«s combinaisons qu'il faudrait former pour rcmplir ce but, en sui- 
vant la m<?thode indiquee au No. 12., seraient au nombre de 24. Mais il 
faire abstraction du Systeme (F), et former les huit 



te,A',<], [tf',A',*], te,h,e'}, A', <J, 
A,e], [g, A', e], k', A, e'], [*',*,*]; 
pour ecarter Celles qui sont impossibles, et combiner ensuite chacune delles 
avec cbacune des trois inegalites (F) reuvcrsees. 

II est Evident en premier lieu que les combinaisons de la premiore 
ligne sont impossibles, ü cause que les inegalit&i (g) et (*'), (*') et {hf) 
sont directement oppose*cs. 

La combinaison [g f , A, e'] doit Stre exclue ; car de 
X[2l— (t-e')h]+(e + eOiZ>0, AX + Z£<0, 
on tire, en eliniinant £ et reuuisant, |— e h >0, ce qui est precise'nient 
iWgalite (A). 

Au lieu de 24 combinaisons, on n en a donc plus que 9 a discuter, 
5 sont imm&iatement exclues & cause que les inegalites (A) 



1. Cournot, du mouvtmtnt d'un eorpt tur un plan fixt. Q 

«t (/"), (*) * (/') *ont directement opposees, de »orte qu'fl reste seule- 
ment les quatre oombinaisons: 

\*>K;fh !*,*',*,/}> lg*,***,/}, \g>v,',f'% 

Or les begabtes (e) et (/) prises en signes contraires, savoir: 

SX — zr — e(XT— •S,Z)>0 > ^ — «7 , <0, 
ne peuvent subsister simultanemerit , car en eliminant entre elles S — tT y 
on est condoit n T — sS, >0; et eliminant de nouveau t entre eette in» 
egab!t<5 et ceUe $—tT<0, on obtient ÄS, — T*<0, ce qd est absurde, 
d'apres l'equatkm (45.). Ainsi sur les quatre oombinaisons quon rient 
decrire, les trois premieres sont deja demontrees impossibles. La qua- 
trieme et derniere equivaut a 

3X—ZT— «(XT— S t Z)>O t l — fA>0. 
Or la seconde de ces inegalites peut etre mise sous la forme 

£(X+ eZ) + e'(ÄX+ Zfc) +X(£-f *)< 0; 
eile ne peut done subsister, conourremment avec la 1** et la 4% a moins 
qu on nait X + fZ<0. En eliminant e entre eette derniere inegalite* et 
ceUe £— «A>0, oe qui est permis, A cause de Z<0, on retombe sur 
ÄJK4--Z|<0; au moyen de quoi la combinaison [g, h',e,f"] «sst demon- 
tree impoesible, et la proposition enonoee au No. 18. est completement etabbe. 

21. Afin de discuter au moins dans une bypotnese, les equations 

No. 5., que le eorps est en contact arec le plan fixe par un seul point; 
que le plan de srV est perpendiculaire au plan xy, et comprend le point 
de contact ainsi que la resultante des forces; que de plus eette resultante 
passe par le oentre de gravi!« 1 ; enßn que lintersection de la surface du 
corps par le plan x'z' est une courbe quelconque, assujetie seulement a 
la condition d'etre constamment convexe et de noffrir aueun point singu- 
lier. Les equations du mourement seront: 

*° u. =■= c| =* — (£sin0-}-£cos0), 

ft, = o,£ — c t \ t=a «fcosfl— -|sinö. 

Cr«Jlt'» J«mrw! i. M. VIII. Bd. 1. IM. 2 
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Si de plus le frottement est süffisant pour rfetrtu're constamment la vitesse 
du poiut de contact, on a 

da . _ 

57- + f = o. 

On tire de In: 

B 1^ + M \dl-d-F + 7T'-dF) = Z d7+ X 7I' 

En integrant, et remettant pour <? sa valeur ~, puis pour j£, jjj leurs 

. d6 dO ,. . 

valeur»-*-, Mi 57 > ü vient: 

(ß + Af + rf)) = 2 (Zy + X») + Ä. 

A dcsigne Ia constante arbitraire; d'&nicura nous supposons que Z et X 
sont deux constantes, comme cela aurait Leu, si la pesanteur e"tait la force 
qui sollicite le corps. 

Loraque l'equation de la courbe, suivant laquelle le plan x'z' cuupe 
la surface du corps, sera donnee, ft, y deviendront des fooctions de 
0, faciles ä obtenir sous forme finie. Du plus, ft t e*tant la perpendkulaire 
abais ( du ceotre de gravite sur la direction de la force f t est egale u 
+ y, et ne peut jamais sovanouir. La figure J . (Taf. I.) fait roir d'ailleurs 
qup, pour 9 positif, on a <J ut'gatif et £ positif; donc /», = ^cos9 — £sin9 
est negatif ; donc fi t = — y, attendu que y reste necessaircinent positif. 

On a 

da, = — ft,dQ = yrf0, a=/yrf9; 
ainsi la quantitc* * est une fouction transccndaute de 9, laquelle depend 
de la rectilication de la courbe. En conscrvaut la lettre et comme signe 
de cette fonction, lcquation des forces vive» devient 

^-(B + Jtf(^+/)) = 2(Zy + X« + A). 

Si la composante X est nulle, et que le oorps n'ait point recu d'impulsion 
initiale, on aura 

^(B + JW^ + y«) = 2Z(y-y.). 

Z doit €tre supposee negative; par consequeut il est clair que le corps 
so mouvera dans le sens suivant Icquel y decroit, jusqu'ii ce qu'il ait re- 
troiive" une valeur de y = y 0 , apres quoi il reviendra sur lui meme exe^- 
cutant ainsi une serie d'oscillatious egales. L'amplitude des variations de 
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langte fl sera la mime que s'il njr avait paa eu de frottement, leur duree 
seule sera alteree. 

Lorsque la courbe est symetrique par rapport u Taxe duquet on 
compte les anglea fl, et lecart initial fl„ tres petit, y est une fonction paire 
de 0, de la forme 

«•+". P+u 4 P+ etc. 
p s'evanouira avec 0, et sera par conseTpient du meme ordre que 6, ensorte 

d 0* 

que, dans le coefucient de ^ , on pourra negliger le terrae M fi*. Par 

la meine raison y* se r&Iuira sensiblement ü une constante u" , et ainsi 
l'equation des forces vives deviendra: 



Les oscillatioDS seront isochrones avec Celles du pendule simple qui 
pour longueur 

si Z deVigne le coefficient de la gravite. 

Sans le frottement, il est aisu de voir que 1 cquation des forces vi- 



en sorte que le frottement fait Tarier la duree des oaoillations dans le 
rapport de 

Or, dans l'hjpothese que nous traitons, les variations de langle fl, et la 
Titesse restant tres petites, les quautit& sout auaai tres pe- 

titea; et puisqu'on a 

U en resulte que f, est aussi tres petit par comparaison avec P. Donc, 
ü moins de supposer le coefficient s beaucoup plus petit que l'experience 
ne l'indique, memo dans le cas du poli le plus parfait, l'inegalite' /,< f V 
est toujour» verifiee. Ainsi laction d'un frottement, memo tres faible, qui 
pas sur l'amplitude des oscillations du corps, peut influer oonsid&- 
sur leur durt'e. Par exemple, s'il s'agit d'un eUipaoi'de homo- 
gene, dont les axes oompris dans le plan de la oourbe de section soient 

2* 



12 1. Cournot, du mouvement (Tun corpt sur um plan fixe. 

m et n, m designant le plus petit axe, 1« duree des oscillationH sera augmentee 
par laction du frottement, dans le rapport de f(m % + u ^(67*1*+ «•), 
et I la limite m—n, dans le rapport de /"2 u /7. 

Lorsqae le corps a recu une impulsion initiale 5;, la oomposante 
X restant nulle, la vitesse a'evanouira pour une valeur de y 

et alors le oorps decrira une serie d osduations ; mais s'il ny a point de 
valeur de y qui satisfasse a cette condition, le corps decrira une inHnite 
de circonvolutions, toutes les quantites variables reprenant les memes va- 
leurs, lorsque l angle 8 sera augmente d un nombre quelconque de cir- 
conierenoes. 

Si Ton ne supposait plus que la oomposante X s'evanouit, le mou- 
vement du corps pourrait etre t antut oscillatoire , tan tot progressif et io- 
deßniment acoelerä, selon des circonstances qu'il serait facile de d «cuter 
d'apres ce qui precede: en observant que l integrale « est une fonction 
impair de 8, ou qui cbange de signe avec cette variable , attendu que y 
reste toujours posinf. 



Digitized by Google 
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2. 

Nachtrag zu dem Eulerschen Lehrsatze von Polyedern *). 

(Vom Herrn Prof. Dr. Hessel zu Maxburg.) 



Der von Euler aufgestellte Lehnatz 4 *): 

„dafs bei jedem, von ebenen Flächen begrenzten Körper die Summe 
E-\- F der Zahl E der Ecken und der Zahl F der Flächen um zwei grö- 
ber als die Zahl K der Kanten, also dals B+F=*£ + 2 sei, ist von 
Euler selbst anfangs ohne allgemein gültigen Beweis ausgesprochen •••), 
aber für viele einzelne Fülle bewiesen worden, und aus diesen einzel- 
nen Beweisen wurde von Euler zuletzt der Schluis gezogen, dals, weil 
in allen aufgeführten Füllen sich der Satz als wahr darstelle, kein Zwei- 
fel vorhanden sei über seine Richtigkeit für alle Ebenflä'chner f)." 

Andere ausgezeichnete Mathematiker (Legendre, Cauchy, Ger« 

gönne, Rothe und Steiner) ]-;) haben Beweise für die allgemeine Gül- 



*) Erat nach Absendung das Maooscripts zu dieser Abhandlung, und nach lan- 
gem vergeblichen Warten, erhielt der Verfasser von einer auswärtigen Bibliothek die 
Zeitschrift „jfnnales de mathe'matiquet voo Gergonne" und konnte in Band IIL 
S. 169. sich überzeugen, dafs bereits L'Huilie r die Ausnahme gegen das fragliche 
Gesetz beleuchtet hat, wodurch das, was vorliegende Arbeit enthält, mit Ausnahme 
dessen, was die Andeutungen von Ausnahmen gegen das Eulersche Gesetz betrifft, 
die bedingt werden, wenn zwei oder mehrere Kanten eine gemeinschaftlich« Kanten- 
linie, oder wenn zwei oder mehrere Ecken einen gemeinsamen Eck-Punct haben, 
den Werth der Neuheit verliert. Demungeachtet hält er es aber für nöthig, dafs auf 
jene Ausnahmen aufmerksam gemacht werde, da selbst neuere Schriftsteller sie nicht 
immer ausdrücklich berücksichtigen. 

**) Novi commentarii Acad. scitnt. imp. Fetrop. tom.IV. pag. 119., wo er im 
$.33. ausgedrückt ist auf folgende Weise: 

„ In omni toKdo hedrit planis incluso aggregatum ex numero angulorum sah da- 
rum et ex numero hedrarum binario ex cedit numerum acierum." 

••*) Euler sagt a. a. O.: 

Fateri equidem eogor, me hujus theortmatis demonstrationem firmam adhuc entere 

t) a. a. O. S. 124. : 

Cum igitur verilas proposititmii in his emnieus casxbus tibi constet, dubium est 
mdhan, quin ea in Omnibus omnino sohdis tocum habeat, sicque propositio sufßcumter 
vidttur demonstrata. 

ff) Vergl. dieses Journal Band I. S. 228. nnd 364., wo auch die literarischen 
Nachweis ungen zu finden sind. 
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Euler fahrt in seiner Abhandlung bereits als Beispiel einen Kör- 
per an, welcher einspringende, rinnenartig vertiefte Kanten und einsprin- 
gende Ecken hat, von welchen er die Gültigkeit seines Satzes darthut*), 
so dafs hieraus sich ergeben mufste, die Beschaffenheit solcher Ecken und 
Kanten sei bei Aufstellung dieses Satzes berücksichtigt« Um aber die Aus- 
nahmen ins Klare zu setzen, möge immer neben einer Gestalt, bei welcher 
das Euler sehe Gesetz nicht gültig ist, eine ihr sonst ziemlich ähnliche 
aufgerührt werden, bei welcher es seine Gültigkeit bat. 

Beispiele, wo Ä+F= iT-f-2. Beispiele, wo -E + r=JT+x. 
Fig. 2, (Taf. I.) Fig. 3. 

Ein vierseitig-säulenförmiger Körper Ein vierseitig - säulenförmiger , an 
mit vierseitiger, röhrenartiger Durch- beiden Enden mit vierflüebiger Facet- 
bohrung und ebenen vierseitig -ring- tirung versehener, vierseitig - röhren- 
förmigen Endflüchen, hat 8 äufsere artig -durchbohrter Körper hat 8 üu- 
und 8 innere Ecken, 4 äufsere und fsere und 8 innere Ecken, 4 äufsere 
4 innere Seitenflächen, 1 obere und und 4 innere Seitenflächen , 4 obere 



1 untere vierseitig -ringförmige End- und 4 untere Flächen, 12 äufsere 
fläche, 12 äufsere und 12 innere Kau- und 12 innere Kanten (wie in Fig. 2.) 



ten : hier ist also und noch 4 obere und 4 untere schiefe 

E+F = K+2 oder Kanten; so dafs 

16-fl0 = 24-f2. £+F =zK+x, hier also 

16 + 16 = 32 + 0 ist. 

Fig. 4. Fig. 5. 

Ein quaderahnlicherKörper, mit vier- Ein Körper, fast ähnlich dem Fig. 4., 

seitig - trichtcrartiger Durchbohrung, der aber, weil die Trichterflächen 

die nach unten zu vierseitig- süulen- die obern Endflächen ganz verdrängt 

förmig wird, mit 8 äufseren und 12 haben, nur 8 äufsere und 8 innere 

Ecken, 1 oberen und 1 un- Ecken, 1 untere vierseitige ringfor- 

i vierseitig ringförmigen Endfläche, mige Endfläche, 4 äufsere und 4 iu- 

4 äufseren und 4 inneren verticalen nere verticale Seitenflächen, 4 Trich- 

Seitenfläohen, 4 Trichter- Flächen, terflüchen, 16 horizontale, 8 verticale 

20 horizontalen, 8 verticalen, 4 ge- und 4 geneigte Kanten bat, so dafs 

Kanten, so dafs also £+ F= AT +j 

J2+F=JT +2 oder 16 + 13 = 28+1. 
20+14 = 32 + 2. 

•) m. s. O. Fig. 6. 
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F'g. 6- Fig. 7. 

Ein Korper von der Form eines Ein Körper von der Form eines 

steinernen Wassertroges, dessen Mün- gewöhnlichen steinernen Wassert ro- 

duog ab cd mit 4 trapezförmigen ges mit ebener vierseitig -ringförmi- 

Facetten umgehen ist. Er hat 8 im- ger, oberer Horizontal -Flache. Er 

Giere Ecken wie 8 innere Ecken hat 8 äufsere und 8 innere Ecken; 

wie ff, 2 horizontale, 8 verticale, 1 vierseitig - ringförmige und 2 ge- 

4 geneigte Flachen, 16 horizontale, wohnliche horizontale Flüchen; 8 ver- 

8 verticale und 4 geneigte Kanten; ticale Flächen, 12 innere und 12 Üu- 

folglich ist üvere Kanten; mithin ist hier 

£+ F=z K+7 oder E+ F = K + x oder 

16+14 = 28 + 2. 16 + 11 = 24 + 3 

F'g- ». Fig. 0. 

Ein Körper von der Form einer Ein aus drei Stufen bestehender,, 
aus drei Stufen bestehenden Treppe ringsum freistehender -treppenartiger 
mit 3X8=24 Ecken, 3x4+2=14 Körper*) mit 3x8 = 24 Ecken, 
Flächen und 36 Kanten, so dafs 3x5+1 sc 16 Flüchen, 3x12=36 
F -h F — K + 2, Kanten, wo also 

24+14 = 36 + 2. £+F=Z+x, 

24+16 = 36+4. 

Es mag dies hinreichen zu zeigen, dals in der Gleichung 

die Zahl x nicht blofs nach Euler 2, sondern auch eine andere Zahl 
0, 1, 2, 3, 4, ... . u. s. w. sein kann. Es ist nun auch noch darzuthun, 
dals x negativ sein könne. 

Berücksichtigt man, dals bei Fig. 5. der Werth x= 2 1 = 1 und 

bei Fig. 3. der Werth x = 2— 2 = 0 ist, und beachtet man, dafs z.B. 
die Fig. 3. als eine bestimmte Modification von Fig. 2. anztisehen ist, so 
wird einleuchten, dals man durch ähnliche Modificationen aus Fig. 3. eine 
Gestalt erzeugen werde, wo x = (2 — 2) — 2= — 2 ist. 

Ist daher o b c d i o j e nm p o g h i k (Fig. 10.) ein Körper von der 
Art wie Fig. 3., der aber, statt ebener Flüchen fbco und mihp, vier- 
seitige Faoettirungen hat, die durch eine vierseitige säulenartige Durchboi»- 



») Vergl. Hauy's Lehre ron der Entstehung des ZwÖlfrautenuachne» au» dein 
Würfel; Ireppeoartige KocJisabtrichter u. s. n. 



Iß 2. He*»«/, Nachträge zum Euleriehtn Lthnaiu von Polfedtrn. 

rang aßSyreq v mit einander verbunden sind , so hat man 26 Flächen, 
24 Ecken und 52 Kanten, so dab hier die Gleichung 

E-\-F *=K +x sich in 
24 + 26=52 — 2 
▼erwandelt, nnd also x — — 2 ist, wie es vorauszusehen war. 

Dals auch Gestalten sich bilden lassen, wo x jede beliebige ganze 
Zahl mit dem Vorzeichen minus sein kann, braucht nun nicht erst noch wei- 
ter dargethan zu werden. 

Bisher wurde nur von Gestalten gesprochen, deren Begrenzungs- 

verscblungene Flächenkette bilden, deren Kanten als Verbindungs- Gelenke 
betrachtet werden können); in der Natur aber kommen auch Gestalten 
tot, wo dies nicht der Fall ist. Die Gestalt eines durchsichtigen Kri- 
stalls z. B. , der einen minder durchsichtigen u. s. w. ringsum einschliefst, 
ist in seinem Innern, da wo er den eingeschlossenen berührt, gleichfalls 
mit Ebenen begrenzt (hat also gleichsam zwei Flächenketten, eine äufsere 
und eine innere), und ist deshalb als eigentümliche Gestalt zu betrachten, 
die von der des nemlichen Krystalls, der den Emschluls nicht enthält, ste- 
reometrisch wesentlich verschieden ist. Es wird daher nicht unzweck- 
mäßig sein, ein möglichst einfaches bestimmtes Beispiel dieser Art näher 
zu beleuchten. 

Ein durchsichtiger Flufsspath würfel umschliefse ringsum einen undurch- 
sichtigen Bleiglauzwürfel, so hat die Gestalt dieser Flufsspathmasse 8 äufsere 
und 8 innere Ecken, 6 üuhvere und 6 innere Flächen, 12 Üufsere und 12 
innere Kanten. 

Es ist also hier in 

£ + F +* 
16+12=24 + 4, also 
* = 4 

mithin gleichfalls verschieden von 2. 

Sind mehrere einander nicht berührende Bleiglanzwürfel in einem 
und demselben FlufsspaUmürfel eingeschlossen, so wird, für jeden Blei- 
glauzwürfel mehr, die Summe der Ecken und Flüchen um 8 + 6 = 1* 
vermehrt, die Summe der Kanten aber nur um 12, so dafs für jeden neuen 
Bleiglanzwürfel der Werth von x um 14— 12 oder um zwei wächst, also 
stets eine gerade Zahl ist. 
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Obgleich das bisher Torgetragene genügend sein könnte, 
doch noch einige Worte folgen, über Fälle wo es zweifelhaft igt, ob man 
es mit einer oder mehreren Ecken, und mit einer oder mehreren Kan- 
ten zu thun habe; denn auch sie müssen m der Gestaltenlehre berück- 
sichtigt werden. Es fragt sich nemb'ch: ist unter Ecke blofs der Punct 
zu verstehen, in welchem sich drei oder mehrere Kanten linien eines Kör- 
pers schneiden, oder ist die Ecke selbst zu verstehen, so, dafs < 
denkbar ist, dafs zwei oder mehrere Ecken einen und denselben 
telpunct gemein haben. Nicht minder ist erst zu bestimmen, ob n 
ter Kante blofs die Kantenlinie verstehe, welche 2 Endpuncte 
det, oder die Kante selbst, so, dafs der Fall gedacht werden kann, wo 
zwei oder mehrere Kanten eine und dieselbe Kantenlinia in derselben 
Längen - Erstreckung gemein haben. 

Einen leichten anschaulichen Beweis des Satzes, dafs bei allen Ebeu- 
flächnern, in welchen jede gerade Linie, die zwei Ecken verbindet, ganz 
innerhalb des Körpers fällt, E-\-F= sei, und weitere Untersuchun- 

gen über die Bedingungen, unter welchen bei 
Eul ersehe Satz gilt oder nicht gilt, werde ich späterhin 
hier möge in letzterer Beziehung nur im 



(algebraische Summe, jedoch mit Rücksicht auf die Art der 



die Glieder A 9 B, einer solchen, nur aus 2 Gliedern bestehen- 
Summe, d. h. für die beiden verbundenen Gestalten 
, seien folgende Gleichungen, die der Gleichung £+F = 2T+ jr 
gültig: 

1. +/' = *' + a für die Gestalt J, 

2. *"+/"=*"+* • - - B. 
Gleichung für die GesammtgestaU (für die 

>)tü 

3. + 

so ist aas 1. und 2.x 

4. (*' + «") + (/'+/") « (* + *") + (« + *)» oder 

5. (e' + e") + (/' +/") - (C + b) mm (V + *")• 
Cnllc'e Jo.rt.1 i. M. Bd. VIII. H«fi. 1. 3 
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Ist nun, wie in dem oben angeführten 
fek, der einen BleigUnzwurfel umschliefst, 

0. e = e> + 

1- / = /' +f", 
8. t BS i' + 

*> folgt aus (4., 6., 7. and 8.) 

»odafs, wenn a=4=2 wt, wie in jenem Beispiele, x=2 + 2=4 sein wird. 

Irtaber 10. ✓+*"— # = r, 

11. /»+/<_/• Ä <fc 

13. e = ✓+*"— r, 

14. f~f+r-% 

15. * = *'+*"—/, 
*o folgt ra (5. und 15.) " 

1«. * = (✓+*") + (/+/0 - (« + * + 7) 
und au» (13. und 14.) 

17. r +/ » <✓+ O +(f+/0-(f 
& folgt nun aus (M. und 17.) 

18. e+/_Ar = « + o + y_ ( «+0, 



10. ,+/_A_ x==0 + 6 + y _(, + <p)» ; 
0a nun 

»t, so mufs auch 

20. ,+ <J>r=y— x + (o + a) 



W, so hat man 
ahH> 21. «+<p = y_* + 4, 

22. x — y — f (p + 4. 

Für Fig. 2. ist y = 0, * = 0 und <p = 2; daher 

x =—2 + 4=2; 
in- Fig. 3. dagegen ist y = 8, t = 8 und <P = 4, also hier 

x — 8—8—4 + 4 na 0. 
Für Fig. 4. hat man y = 0, r= 0, <p = 2, also 

x = —2 + 4=2. 



:6 = 2 



)gle 



2. tletsef, Nachträgt zum Euterschen Letusoite von PolySdern. |g 

Für Fig. 5. aber ist auf ähnliche Weis« 

y = 4, i =4, <p aa 3, also 
x = 4-4— 3 f 4 = 1. 
Nennt man einen Ebenflächner, Für welchen das Eulerache Gesetz 
(*+F=AT+2) gilt, Eulerschen EbenfMchner {solid um Eulerionum), 
so kann man sagen: 

Die Beantwortung der Frage, ob die stereometrische Summe zweier 
Eulerscher Ebenflächner wieder einen Eulersohen Ebenflffch- 
ner darstelle, hange von der Art und Weise ab, wie beide mit einander 
verbunden sind, nicht aber von ihrer sonstigen Beschaffenheit; und zwar 
»teilt die stereometrische Summe zweier Eulersoher Ebenfltiehner 
wieder einen Eulersohen Ebenflächner dar, wenn ihre Verbindungs- 
Art so ist, dals die Summe der Zahl der durch die Verbkn 
denen •) Ecken und Flachen beider, gleich ist der um 2 
der verschwundenen Kanten; d. h. wenn 

23. «-j-<p = y + 2 
ist; denn ans (22.) folgt für x — 2 auch 

2 = y — f— <P+ 4, oder 

*+<P = y + a. 

Wenn zwei Eulersehe Ebenfliichner von auben . 
der gefugt werden, dafe eine ^seitige Begrenzung» - Flüche des einen 
sainmenföllt mit einer ihr, als ebene Figur an sich betrachtet, gegenbild- 
lich**) gleichen Begrenzungsilüche des andern, so dafo diese beiden Be- 
grenzungsnachen sich decken ( mithin verschwinden), so die Summe der 
beiden Gestalten, als ein neues Ganzes betrachtet, ein Eulerscher Eben- 
fliichner. 

Beweis 1. Wenn jede der p Seiten der Vereinigungsflache eine 
des neuen Körpers ist, so ist <P = 2, trsyx^p, und also 

e + <P = y + 2, 
folgt. 



Die» Verschwinden von Ecken ist ein« Vermin dem Dg de* Summe der Ecken 
r. Dia Vermehrung der Kanten- oder Eckansurame dar Körper kommt 



••) Der Ausdruck gegenbildlichgleich (symmttrice aequalis), alt dam eben- 
bildlich gleich entgegengesetzt, ist in meiner KrystaUometrie erläutert. Der ebene 
Spieg . lätst da» Gegeobild de« vor ihm stehenden Gegenstand» ia sieb Wahrnehmen. 

3» 
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% Ist eine der p Seiten jener Vereinigungsflache nicht eine Kante 
des neuen Körpers, so fallt auch eine der Flachen des einen der beiden 
verbmdenen Korper so in die Verlängerung einer solchen des andern, dafs 
beide für den neuen ganzen Körper blofs für Eine Begrenzungsfläche zu 
zählen sind, und es ist dann <P=3, t—p, 7=/? + 1, folglich « -f $ — 7 +'2. 

3. Verschwinden zwei der Seiten der Vereinigungsfiüche, so daCs 
sie am Gesanuntkörper nicht Kanten sind, so sind dieselben 

a) entweder nicht aneinander stofsende Seiten; dann wiederholt sieh 
blofs das vorhin (2.) Gesagte, und es ist <p = 4, t = p t y = p -f 2, 
mithin , + <p = y + 2, 

b) oder sie stofsen aneinander ; dann ist es möglich, dafs 

a) entweder die Ecke, die jenem Vereinigungspuncte der verschwin- 
denden Seiten angehört, nicht ▼ersehwindet, und dann ist der Fall 
blofs ein solcher wie 2, o. 

ß) oder diese Ecke verschwindet; dann Rillt aber noch eine, nicht in 
der Vereinigungs -Ebene hegende Kante des einen der beiden ver- 

Es ist dann <pl=4, *=/> + i und yL p + \ so dafii auch hier 

e + <p ast y + 2. 

4. Verschwinden mehr als zwei Seiten der Vereinigungs - Ebene, 
so wiederholt sich, für jede verschiedene solche Seite mehr, das unter 
(3.) Bemerkte, so dafs jedesmal f + <p = 7 + 2 ist, weil jede Vermeh- 
rung, die auf der linken Seite dieser Gleichung um eine oder mehrere 
Einheiten statt hat, auch eine eben so groJae auf der rechten Seite, ruck- 
sicntucn am aen tt enn von 7 netiingi 

punot des neuen Körpers gezählt werden darf, so ist <P = 2 -f-/>, « = 2/> 
und y = 3/., so, dafe auch hier s + $ = y + 2 ist; wie sich schon aus 
(3. and 4.) ergiebt. 
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3. 

Analjse des transversales appliquee ä la recherche 
des proprietes projectives des lignes et surfaces 

geometriques. 

Four bitm mit« aux MJmoires sur Us centret dt moyerovt» harmonzquts tt la 

generale des polairet r£ciproqu*a. 
(Far iL J. V. Panotltt, chef de Bataillon da Geoii.) 



„La tWorie det trtMtntmim >'ai a | 
throne de« coordoao^ea qni, »u Baa da £ure 




Introduction generale. 

Jl a^, da« le tome VBX des annale* de mathämatiques (annt'e 
1827), det movern ge*neraux pour eonstruire lindairemenc ou avec une 
simple regle, les tangentes des courbes geometriques; je suis en eflet par- 
renu , des le coxnmencement de 1816, u ce resultat ainsi qu'ü beauooup 
d*autres concernant le eerele oscutateur et les sections ooniques oscula- 
trices des divers ordre«, en im point donne' d'une teile courbe eensee d6- 
crite. Dans une lettre, en dato de Mal 1818, j'annoncai ces resultats A 
Nr. Servois, sarant geometre dont je m'honorerai toujours d etre l ami et 
le disciple: je lui signalai, oomme exemple, les corollaire« parüculiers re- 
latifii aux oourbes du 3* degre', lesquelles donnent Heu u des theoremes 
et a des eonstructions d'une simplicite' vraiment remarquable , et qui peut 
se oomparer a ce que Ton eonnalt des belies proprietes des hexagones 
insorits et circonscrits aux seotions ooniques dues ä Pascal et u Brianehon. 
Je fis egalement part de oes oorolkiros a diffe'rens autres geomctres qu'il 
aerait ici inutüe de eher. Enfin je donnai a la socUti acadimique de 
Metz, dans sa aeance du mois de decembre 1821, communication de l'en- 
semble da mes recherobes sur le* propridtis projectives des lignes gio- 
mitriques dun ordre quelconque *). 

•) Vorst lt comptt rtndu dt* travaux de cette acaddmit ptndmA Formte 1821 
a 1822, naprime . flU, cbo> Lünort, oo Mai 1822. 
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Mr. Arago, roembre de l'academie des «ciences de Paris, qui e>ait 
present \\ oette seance, voulut bien nie te*moigner tout l'mteret que lin 
inapiraient la nouvaute" et la generali! e* de ces reeherches; il mencouragea 
memo j les mettrc promptement au jour; mats, d apres le plan que je 
metais des-lors forme, oette pubUcan'on devait etre preee\lee de celle du 
traiti des proprie te"s projectives des figures, qui eut lieu en effet l'ao- 
nee suivante (1822), et dam laquelle je n'arais presquimiquement en vue 
que les Ugnea et surtaces des deux pretniers degres, ainsi que les princi- 
pe« göneraux de projectiou qui pouvaient m'ßtre uHles pour etahlir ulte- 
rieurement la theorie geom&rique des oourbes et surfaces d un ordre 
queloonque. 

Jannoncai ne*anmoins, en terminant lintroduction de oet ouvrage, 
le« recherobes toutes speciales que j'avais entreprises sur ce dernier sujet, 
et, dar is la aectiou II. du texte, pag. 80. No. 151., je fis von* comment, 
par les prinoipes de la projeotion centrale, od peut immetliatement passer, 
du theorerac de Newton relatif aux produits des abscisses et des appliquees 
paralleles des courbes geometrique» , au principe plus general de Carnot 
coaceroant les triangles et les poljgooes plana ou gauches eoupes arbitrato 
rement par dp telles ügnes ou par des surfaces geometriques quelconques. 

En remarquant que, par suhe de l'uiuVersaJite' de ces theoremes, 
les lignes et surfaces dont il s'agit doivent jouir de certaines proprietes 
qui leur sont commune* avec les sjstemes analogues de lignes droites et 
de surfaces planes; en affirmant qu'H etait facile den deduire un grand 
uombre de consequences particuliere* , mon intention etail de faire pres- 
sentir la feoondhe" et l exteusion que pouvait recevoir la dootrine des trans- 
wnalea, dont les admirables Gemens sont un des priocipaux titres scicn- 
tiiiques de I illustre et infortune* geometre que je viens de citer; mais je 
ue sacbe pas que , depuis la pubtication du traite des proprietes projec- 
tives, personne ait encore tonte d'ouvrir oette nouvelle route de decou- 
vertcs dans laquelle, je le nepete, j'avais deju parcouru un certain chemin 
des l'annee 1818, et dont Carnot lui memo ne semble pas avoir soup- 
9011m: toute la feconditl, si I on en juge per ce qu'il a ecrit, dans sa Geo- 
metrie de position et dans son essoi sur la theorie des transversales, 
touchant les applications du principe general qui lui est du. 

En 1823, je profitai de quelques loiairs pour rediger, sur leg cti- 
trts de moyennes harmonierte* et sor la theorie des polatre* reeipro- 
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que*, les deux me*moires qiie je presentai, u 1 entree de l'annee «uifante, u 
I' Academie Rojale des scienoes de Parin, et qui furent publies depuw daus 
les anneea 1828 et 1829 dann Ie present journal*), lequel, dea-lors, avait 
justement acqui* une Imputation eurepeenoe. Les memoires, ainai que 
lindiquent leure tirres , devaient servir d introductkm ou de preliminaire* 
u l'ouvrage e'tendu que je me proposais de faire paraitre sur les pro- 
p riete« projektives des courbes et des surfaces geometriquea. En trai- 
tant, en particulier, des nou reifes et elegante* propositkms auxqueUes 
donne lieu la theorie du oentre des moyennes harmoniques pour les Sy- 
steme* de plana et de droites arbitraires, je ne manquai pas de sigualex 
d'une maniere expresse, l'extension dont leur enonce* est susoeptible quaud 
on 7 remplace ces systemes par des lignes et surfaces geometriques quel- 

Void com m ent je m'exprime, dans un passage qui termine Ie dis- 
cours preliminaire ••) du memoire qui contient cette theorie; ,,Jai ex- 
,,po»e, daus la dem irre partie de mou memoire, quelques unes des pro- 
„ prietes qui decoulent de la theorie du centre des moyennes barmoniques, 
„pour les systemes de poiots, de droites et de plans; et, afin de n'enpas 
„muln'plier inutUement le nombre, je mc suis oonstamment borne u oelles 
„dont la nature generale perraet de les appliquer iram&Iiatemeut aux cour- 
„hes et aux surfaces geomefriquea d un ordre quekxmque , mettant ainsi 
„ oeux qui liront ce memoire, en etat de pressentir cette extension et de 
( ,*e famiUariser, par degres, aveo oe qu'elle pourrait, au premier apercu, 
„avoir de trop dif'ficilo ou de trop abatrait." 

Pour eeux qui ont donne quelqu attention au eontenu du memoire 
dont il s'agit et notamment aux artioles qui commencent au Nu. 51., il 
par ultra evident, en effet, que oette extension est une oonsequence neoes- 
saire, et de ce que les priucipales propri&es des eentres, axes et plans 
de moyennes harmonioues qui y sunt exposees peuvent etre toutes de- 
duites directement du theoreme cite de Carnot , et da ce que ce meine 
theoreme est indistinetement applicable aux courbes et aux surfaces geo- 
metriques comme aux systemes de droites et de plans arbitraires. 



•) Voyz toia. IIL j.ac 213. et tom. IV pag 1 
••) Ibid. p» B . 220. et 221. do tom. HI 
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Loraque j'annoncai, dans mes deux memoire« de 1824, U publica- 
tion prochaine et successive de mes recherches relatives aux oourbes et 
aux surfaces geometrique*, je penaais quo le servioe dont jetais alors charge* 
corame Ingenieur , me Iaisserait, d'annee en annee et pendant les courts 
intervallum de la Suspension des travaux, assex de loisir pour mettre la 
derniere main a eh aquo partie; mais ma nomlnation de professeur h 1 Ecole 
de l'artfllerie et du genie a Metz, en 1825, le oours de mecaniqne appli- 
quee aux maehines que je fus charge d'y creer, Joint au facheux e"tat de 
ma sante*, me oontraiguirent d'ajourner toute redacnon definitive. II r6- 
sulte, de ce retard, que fai ete prevenu dans la publioation de quelques 
imes tfentre elles, notamment de oelles qui ooneernent la communante 
dlntersection des lignes et surfaoes genmehiques , ainsi que les proprietes 
de leurs ccntres, axes et plans de moyennes barmoniques. En s'occu- 
pant avec succes, de oes dernieres recherches, depuis l'annee 1826, N.M. 
Bobillier, Cha.sles et Ger gönne, se sont servi d'afllours de moyens tres 
diflförens de oeux que j'ai moi meme mis en uaage, et qui reposent essen- 
tiell ement sur les principe« de l'analyse des ooordonnees, combines avec 
quelques donnees fournies per la gi'ometrie intuitive, et notamment per 
la tbeorie des projections centrales et des polaires reciproques. 

Du reste, avant 1825, epoque depuis laquelle je n'ai rien ajoute* 
d'easentiel a mes recherches geometriques, on ne oonnaissait , si je ne me 
trompe, sur l'objet que j'avais specialement entrepris de traiter, que: 1° les 
trois theoremes de Newton sur les appliquees paralleles des courbes, leurs 
diametres conjugues A une direction donnee, et la coincidence de ces dia- 
metres avec oeux des asymptotes; 2° les trois theoremes qui sededuisent 
respeetiTement de oeux 1A, par nos principes de projection centrale, en 
remplaeant les secantes paralleles par des droites convergeant au meme 
point, les asymptotes par im Systeme quelconque de tangentes dont les 
points de contaet sont ränge« en ligne droit«, le ccntre des moyennes di- 
gtances par le eentre des moyennes harmoniques: theoremes dont le pre- 
mkr d'ailleurs n'est autre que celui de Carnot deja pluaieurs fois ehe, dont 
le seoond ou son annexe a 6t6 decouvert par le cdlebre Cöte* t et dont lo 
troisieme, du a Moclaurin, ae trouve expose* dans le traite de* propridtis 
generale* de* lignes geometriques , imprime, BOUS la forme d'appendice, 
u la suite de tulgebre potthume de oet auteur, Edition de Londre« 1748; 
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JHaclaurin, et qui ont trait au cercle osculateur, ula parabole oscula- 
tritt des Iignes geome'triques, auxquelles U faut joindre differentes pro- 
prie*tes interessantes sur les lignes du 3* ordre que eet illustre geometre 
a envisagees d'une ma nitre tout-a-fait speciale et qu'fl deMuit, de meme 
que les precedentes, de ee principe g^neral: Si, d un point fixe pris arbi- 
„trairement sur le plan d'une oourbe gcome'trique quelconque, on mene 
„une droite arbitraire, puis les tangeote« aux interseetions de oette droite 
„avec la oourbe, aupposees en nombre egal i\ eelui qui exprime le degre* 
„de cette oourbe; qu'enfm, ayaut traoe, u volonte, une nouvelle transver- 
„sale par le point fixe dont il s'agit, on fasse, d une par(, ia somme alge- 
„brique des reeiproyues ou valeurs inverses des abscisses intereeptees, 
„par ki oourbe ) sur cette transversale et h coxnpter du point fixe, d'une 
„autre, la somme pareille relative au Systeme des tangentes issues des 
„points de la premiere transversale, 1' les deux sommes seront egales 
„entre elles, 2° elles seront constantes quelles que soient les transver- 
„sales menees par le point fixe," 

Maclaurin deMuit cette proposition remarquable du thooreme de 
Newton , sur le rapport invariable du produit des abscisses au produit des 
appliquces paralleles des courbes, en reeberchant directeraeat, A l'aide des 
donnces de la figure, l'expression des differentielles logarithmiques de cea 
produits, qui sont eviderrunent egales entre elles; mais il est clair que la 
consideration direote des coefficiens des deux derniers termes des equa'- 
tions qui ont pour raeims les abscisses relatives u la oourbe ou au Systeme 
des tangentes ci-dessus, conduirait, sur le champ et sans discussions geo- 
me'triques, ü Ia proposition dont il s'agit, de la meme maniere que la con- 
sideration du dernier terme des equatious qui ont pour racines les appli- 
quees et abscisses correspondantes des courbes, a conduit Newton au tbeo- 
reme sur les produits de ces abscisses et appliquces, de meme enfin que 
la consideration du second terme de la premiere de ces deux equatious, 
lui a feit deoouvrir la propriote* des diametres etc. 



•) En gent'ral, la consideration d'une fonch'on symeirique quelconque des Mei- 
nes de l'eqnaliou qui donne les abscisses des interseetions de la conrbe avec une 
droite ou un axe variable suivant une loi donnee, conduit u une infinite de theore- 
mes analotuea a celui de CCtes , et qui sont e*galement susceplibles de s'etendre aux 
sorraces geometriques de tous les ordres. 

Crelle t Journal d. M. Bd. Vffl. HO. t. 4 
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Cette remarque, an surplus , n a point echappe' a notre auteur rpii, 
apres s'elre servi de la proposition fundamentale ri-dpsaus poiir en de- 
duire le theoreme de Cötes sur Ia droite Heu des centre* de tnoyennes 
harmonitfues des intersections d'une courbe ge'ome'trioue et <Tuae droite 
mobile autour d'un point fixe, s'est propose' ensuhe de demontrer le 
mAmc theoräme par les coDsiderations <pd resulteot directement de la 
theorie des equations alge'briques. 

Si nous insistons sur cette remarque, c'est pour mettre en parfaite- 
eVidence la corre"Iation qui a lieu entfe les theoremes de Newton , de 
Cötes, de Maclaurin et de Carnot, correlation qui est teile que, bfen que 
ces the"oremes derivent de la conside*rution de termes d istin et s dans l e-» 
quatkm qui a pour racines les abscisses ou segmens proposes, neanmoins 
ils peuvent atnsi se deduire les uns des autres, d une maniere purement 
geom&rique et par forme de simples corollaires. C'est, en eflet, ce que 
nous avoos reoonnu de» nos premieres reeherches sur les proprietes pro- 
jectiVes des courbes et surfaces geomefriques , dans Iesqueiles, prenant le 
theoreme de Carnot pour point de depart, nous en avons deduit, a posteriori, 
ceux de Newton, de Cötes et de Maclaurin, ainsi que beaueoup d'autres 
d'un genre tres düTerent et qui uetaient point enoore connus des geometres. 

Nous apercumes aussi, tout d'abord, que ces raemes theoremes, de"- 
montres seulement pour les courbes planes, etaient susceptibles de s'eten- 
dre immediatement aux lignes u double courbure et aux surfaces geo- 
nieta'ques, u peu pres de la ineme maniere que les proprietes des sec- 
tions coniques s'etendent aux surfaces 1u second degre", et Celles des Sy- 
steme« de droites comprises daus un plan unique, aux systemes de droi- 
tes ou de plans situcs u volonte* dans l'espace. 

Enfiu nous reconnumes que les divers theoreme» avaient leurs cor- 
r&atife ou reeiproques et epie l'ensemble des uns et des autres donnoit 
lieu a une serie de propositions enticrement analogues A Celles qui con- 
stituent la theorie des pöles, polaires et plans polaires des lignes et sur- 
faces du second degr£, ou celle du centre, des diametres et plans diatne- 
traux de ©es lignes et surfaces. Mais, pour mettre cette analogie dans 
tout son jour, U nous a fallu, au prealable, donner » la thiorie du centre 
des moyennes harrnonioues ainsi qu'a celle des polaires rieiproaues, toute 
l'extensioD et la generalite" dont elles sont susceptibles , comme doctrines 
fondamentales; et c'est ce qui nous a detennine, des 1823, « lediger et 
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a pubber slparament nos deux memoire« sur ces matieres, dans lesquels 
nous n'avons pour atnri dire pas perdu de vue, un seul instant, l'objet de 
nos rechercbea subsequentes sur las proprietes projektives des courbes et 
surfaces geometriques d un ordre quelconque. 

Revenant maintenant au tbeoreme de Carnot, qui n'est, comme on 
l'a vu, que l'extension de celui de Newton sur les produits des abscmes 
et des appliquees paralleles des courbes, nous ferons remarquer que la 
demonstratiou directe qu'on en trouve u la page 292. de la Geometrie 
de posUion, est bien loin detre aussi satisfaisante que pourraient le desirer 
les amateurs des metbodes intuitives et puremcnt geometriques, de sorte 
que ce tbeoreme reste encore a demontrer, si Ion ne veut point recourir 
aux principes de l'analyse des coordonpees, ou si mieux on ne prefere 
I'envisager, a priori, comnie une simple definition des lignes et surfaces 
geometriques, fondee sur ce que Ton conuait deja des lignes et des sur* 
faces des deux premiers degres et des s) Mernes oompose* d un certain 
nombre de ces lignes ou surfaces, auxquels les tbeoremes de Carnot et 
de Newton sont inime'diatement applicables. 

Desargues , comme nous lavons deja feit observer ailleurs, 
(Tratte des proprietds projektives des figures, Introduction, p. xxxvm.), 
avait eu la singuliere et lumineuse idee de traiter les courbes geome- 
triques oommc une assemblage de lignes droites en nombre egal ü ce- 
lui qui marque le degre de ces courbes, ou le plus grand nombre des 
points suivaut lesquels elles peuvent etre coupecs par une transversale 
arbitraire; c est -u -dire quü leur appliquait les memes raisonuemens, 
leur attribuait les memes proprietes, toutes les (bis, sans doute, qu'U 
ne s'agissait que de ces relations g^neralos et independantes de gran- 
deurs dc'terminees , que nous avons nous meine nommees projectives , et 
qui font le caractere propre des speculations de la tbeorie des transver- 
sales ou de la geometrie de la regle, relations qu'on voit deja subsister, 
satts aueune modification essentielle, pour les systeines de lignes droites 
comme pour les sections coniques ou lignes du second ordre. Mais ce 
d est la enoore qu'une pure induetion qui, bien que tres forte si I on pre- 
tend tenir ©ompte des difterences »peeiflques qui distinguent les simples 
assemblages de lignes droites des courbes veritables, ne peut nearunoins 
etre admise, tout au plus , que comroe moyen d'investigation , ainsi que le 
faisait observer notre illustre Descartes dans une lettre, au P. Mersennc, 

4« 
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concernant les reoherches geometriques de Desarguet qiu fut sou oon- 
temporain et son ami. 

Ce qui s'oppose d'ailleurs a ee qu'on admette, ü priori, le tbeoreme 
de Carnot ou celui de Newton comme definition des courbes geometri- 
ques, c'est que oes courbes posscMent, en ellcs-memes, un caractere qui 
les ck'finit unhrerseUement et d'ime maniere purement intuitive: celui de 
ne pouvoi? ßtre coupees, au moyen d une droite ou d'un plan arbitraires, 
qu'en un nombre de points limite* et determine" pour chacune d'elles; «ToA 
il resulte qu'en partant de* tbeoremes dont il s'agit, on nest point sur 
d'embrasser a la fois toutes les lignes d'un meine degre\ et quil devient 
indispensable de demontrer, pour cbaque ligoe d'espece donnee ou definie 
par une construction ge'ome'trique , qu'elle jouit effectivemeut du caractere 
suppose" par ces tbeoremes, avant de lui appliquer aucune des consequen- 
ces qui en dement; or une semblable demonstration pourrait, dans cer- 
tains cas, preseuter des difficultes presqu'insurmontables sous le point de 
Tue purement ge'onwStrique. 

Ces considerationa nous avaient depuis longtems engage* tl recher- 
chcr, du theoreme de Newton sur les appliquees paralleles des courbes, 
une demonstration qui fut independante de leur de"finition au moyen des 
equations alge'briques entre les coordonnees ordinaires, et uniquement fon- 
dee sur Ja timitation du nombre des intersections possibles de la oourbe 
avcc une droite ou transversale arbitraire. Ce genre de dernonstration, 
dont nous avions deju donne" une idee et divers exemples dans nos pre- 
cÄlens memoire* de geomc'trie et »pecialement dans le Traiti des pro- 
prietes projectives (section IV. cbap. III. pag. 332. et «uv.; Supplement 
pag. 384. et suir.), repose sur le principe de continuitö •), que nous au- 
reus souvent occasion de mettre en usage en traitant des proprie'tes pro- 
jectives des courbes et surfacea geometriques , et sur lequel il conrient 
que nous revenions im instant dans ces preJiminaires. 

Euvisage dans son application aux oourbes planes oontiuues, c'est- 
«i-dire aus courbes dont les dillerentes parties, les düTerentes branches 
sont awmjetties ü une meme loi geometrique , u un memo mode de geoe*- 
ration, ce principe consiste speoalement en ce que toute droite tracee ar- 



*) Vorez ao»si sur c* principe, les reflexions des pag. xx. et mir. de Vlniro- 
duetion da Tratte' doot II s'agit. 
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bitrairement au travers d une teile courbe, doit toujours Otro censee la 
rencontrer en un nombre de points, invariable et egal a celui qui designe 
son degrä; ee qui, d apres ce quon sait depi de» lignes du second ordre, 
obb'ge u admettre aus«! bien les intersections ünaginaires que les iutcrsec- 
tious reelles, les ioteraections situces u 1 'in lim que Celles qui se trouvent 
ä distanoe donnee, et d'oü il resutte gencralement que toutes les Ibis qu'il 
sera possible de prouver, eu toute rigueur et en ayant egard uniquement 
au mode de generatiou d'une ligne courbe situee sur un plan, qu'une cer- 
taine droite, tracee dans ce plan, n'a en common aveo eile que m points, 
soit reels, soit imaginaires, «tue* ou non u linfini, confondus en un seul 
ou rcunis par groupes distinots de deux ou de phiaieurs points, ü sera, 
par la roeme, demoutr^ que la courbe est effectivement et au plus du 
degre" marque par Ie nombre m, 

En particiüier, si cette courbe est engendree par !a trace de cer- 
tains point« assujettis u une construction uuique, et qui se trouvent situes 
sur tuie droite mobile autour d un autre point doune servaut de pöle fixes 
pour pouvoir prouoncer aftirmativemcnt sur le degre de la courbe, il suf- 
lira de rechercher le nombre total des points dont il s'agit^ et de s'assu- 
rer rju'aucune des branches de cette courbe ne passe par le pdle fixe, ou 
qu aucuu de se» points generateurs ne vient u se confondro avec ce pole, 
pour certaines positions de la transversale mobile qui les renferme: au- 
trement, en effet, le nombre des ioteraections se trouverait augmente" de 
celui qui marque la mtdtiplicite' de la courbe en cc pdle, je veux dire du 
nombre des branches distinctes, reelles ou imaginaires, qui y passent, 
ou du nombre de coihcidenoes distinctes des points generateurs avec ce 
meine pöle. 

Si d'ailleurs les transversales, au heu detre ooncourantes en un 
point fixe, etaient siraplement assujetties a demeurcr paralleles entre elles 
ou u une droite donnee, lea niomcs choses auraient eneore licu, si ce 
n est que le pdle etant alors situe" u l'infini, on devrait, dans chaque eas, 
recbercber le nombre des positions distinctes de la transversale pour les« 
<juelles Tun de ces points generateurs passe u 1 infini et se confond ainsi 
avec ce pdle; or cest ce que la disoussion oxacte apprendra toujours, 
dans chaque cas special, et quand le mode de ooustniction des points 
generateurs <jue contient cha<pje transversale sera rigoureusemeut de*fini. 
Mais, afin de ne pas courir le risque de se tromper dans 1 appreciotion du 
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degre" ou du nombre total et effectif des intersections des transversales, 
il sera indispensable de proc&er, dune maniere entierement directe, A la 
recherohe de ees intersections , com nie s il s'agissait de resoudre un pro- 
Lieme ordinaire de georae'trie, et de ne point s'en rapporter simplement ä 
ee que pourrait apprendre une disctission purem ent intuitive on fondee aur 
les apparences offertes par le trace effectif de la courbe, laquelle devra 
toujours etre oensee non enoore d«krite. 

La Solution de oe probleme qui se compose, comme on voit, de 
deux parties distinctes, pourra presque toujours etre ramenee a celle d'un 
autre ou 11 s'agira de deeouvrir les intersections d'une certaine droite avec 
une courbe de degre* donne" u priori; ce qui levera toute espece d'incer- 
titude, puisqu'on connaftra ainsi rigoureusement le nombre de oes inter- 
sections quelle qu'en soit la nature, cest-a-dire reelle, imaginaire etc. 
Si, au contraire, les intersections cherchees n'etaient deWminees que par 
les relations purement m<Striques qui les lie.it, soit entr elles, soit avec des 
grandeurs connues, il faudrait prendre gacde de ne negüger aucune des 
cembinaisons essentielles et distinctes des inoonnues et des donnees, c est- 
a-dire aucune des permutations, des changemens de position et d ordre, 
<pii, sous le point de vue geometrique ou arithmetique, peuvent s'operer 
entre ces diveraes quantites, et donner lieu aiosi u la multipiicite des So- 
lutions de ohaque probleme. 

Quau nombre des donnees se trouvent, par exemple, les iuterseo- 
tions de la transversale, mobile autour du pöle fixe, avec une certaioe 
courbe simple, assujettie au meine mode de generetien ou de construction 
dans toutes ses parties et dont le degre soit connu, on devra se rappeler 
qu'en vertu de la contiuuito, ces diverses intersections jouent absolument 
le meme röle et ne doivent point €tre distinguees les unes des antres, de 
sorto qu'il est permis de les permuter entre ei les sans, pour oeia, changer 
ou alterer en rien l etat des questions qui s'j rapportent. Or oette cir- 
CPfMtance tient u ce que les diffürentes branches o» parties des courbes 
simples, sont rentrantes sur elles meines ou se fondent, pour ainsi da're, 
les unes dans les autres sans Solution de continuite*, et eile n'aurait plin 
treu evideuiment si ces courbes n'etaient pas assujetties, dans toute leur 
Itenditc, d une loi unique, ou si elles se oomposaient de diflförentes 
lignes particulieres et qui seroient soumises a des modes de generation 
distinots. 
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Mais nous u a von s point Itutention de nous eteridre ici sur le prin- 
cipe de continuite conside're' meme daiis la theorie des oourbes; nous y 
reviendrous peut etre un jour d'nae moniere tonte speciale, selon la pro- 
messe que nous en avons dejä faite dans tlntroduction du Trotte" des pro- 
priStes projeotives ; il nous sumra, pour le moment, d'avoir pose ou rap- 
pelt les geo^ralite« qui precodetit, dont Ies applicaöons particulieres pr<5- 
sentent rarement des difncultea seneuses, oomrae le prouvent les differens 
exemples qui eü ont ete donnes dans le Traiti dont il s'agit. 

Qu'il s'agisse, en particulier, de demmitrer le theoreme de Cötes 
mentioune' plus haut, et qui n'est que 1 extenston, aux L'gnes geometriques 
en general, de celui du IV o. 42. de notre Memoire sur les centres de 
moyennes harmoniques , relatif aux simples systdmes de lignes droites si- 
tuees dans un plan: attendu qu'on n'a qu'un seul centrt n considerer sur 
chacune des transversales issues du pole fixe, et que ce centre ne peut 
jamais coTncider avec le pdle, des que ce dernier est independant de la 
oourbe, on voit que le Heu examine* ne saurait etre que du premier de- 
gr4 ou un« simple h'gne droite. Mats eela suppose express&nent* comrae 
on voit, que les moyennes hermoniques soient prises par rapport A des 
coefficiens numeriques egaux entre eux ou u I'unite; cor, s'il en etait au- 
trement, la* permutation qui, d'apres oe qui precede, devrait etre operee 
entre les coefficiens relatif* anx diverses branches de la courbe, donnerait 
Leu h un nombre m{m — 1) de centre» des moyennes harmoniques pour 
cltaque transversale, m etant d'ailleurs le degre de cette courbe ou le 

Comme nous nous proposons, dans ce travail, de conclure directc- 
ment le the\>reme de Cötes du principe des transversales de Carnot, nous 
ni im ist er ons pas sur la demonstration qui precede, et nous passerons de 
suite u cefie qui concerne le theoreme fundamental de Newton, relatif 
aux absdsses et appliquem paralleles des courbes ge'om^triques. A oet 

effet nous nommerons ?, o' t o" t les intersections reelles ou ideales 

d une teile courbe, supposee du degre m, avec une droite ou un axe fixe 
trace arbitratrement dans son plan, et p, p', p", .... ses intersections avec 
une parallele quelconque a une droite donnee, dont le point de rencon- 
tre avec le premier axe, sera, de plus, represent«? par la lettre a, Gela 
pose nous savons deja que si , au milieu d'une oourbe uniquo et distinote, 
du degre' m, nous avions a cons «derer un assemblage de droites ou de 
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eoniques dont Ia 
sarra oesse la relation 

ap.ap'.mp".... 
aq.aq'.aq". ... 

qui exprime que Ie produit des ordonnies ou appliauiis ap, ap' f ap", .... 
est it celui des abscisses aq t ag 4 , ag", . . , . dam ud rapport qui demeure 
invariable quelle que seit la position du point a sur Taxe fixe, et bien que 
certaiDS des segmens qui y entreut puissent devenir nu|s, iufinis, imagi- 
naires, ou chauger de sens et de signe avee la position de ce point ou des 
appliquees qui lui correspondent. Or oela tient uniquement ii ce que las 
produits dont il sagit n'ont qu une seule valeur pour une meme position, 
valeur independante de I ordre dans lequel on combine entre eux 
facteurs simples, soit niimeriquement ou par le calcul, 
ment ou par des constructions grapbiques qu'il est facile d'imaginer, et 
sur lescpielles nous n'iusisterons pas, attendu quelle» se rapportent A des 
problemes e'lementaires bien connus. 

Supposons, en eflet, qu'on porte, snr ehacune des appliquees paral- 
leles et a oompter de l axe fixe ou du point c, une longueur ay qui ait, 
avec une eertaine ligne prise pour uniti de mesure, le meme rapport tpie 
A avee limite numeYique ou absolue, et qui, de plus, ait le sens que re*- 
clame la loi des signes de position ou la constniction ellective et 
trique de ay i il est evident qu'on n'obtiendra , dans le cas de la 
comme dans oelui d'uu simple assemblage de droites ou de lignes du se- 
cond ordre, qu 'im seul point v, et que la suite de tous oes points for- 
mera une ligne contimte assujettie, dans toutes ses parties, u la meme loi, 
au meme mode de generation; or je diu que cette ligne est gene'raleroeut 
une droit e parallele u laxe fixe, comme cela a lieu notoirement pour le 
cas ou la proposee se compose d'un Systeme de lignes du prämier ou du 
second degre'; ce qui revient A dire que ay ou k demeure oonstantpour 



D'abord il est aise de se oonvainere que jamais le 
y ne |m«it s'floigncr u linfini du point c ou de laxe fixe; car il feudrait 
l>our que cela eut lieu, ou que l'un des sogmens «pii entrent dans le nu- 
merateur ap ,a p'.ap". ... de k y derint lui meme infini, oe qui ne peut 
etre u moins quo la direction de l'appliqnoe n'ait 6t6 prise, oontrairement 
n nos hypotheses, parallelement n l'une des branches ou des asvmptotes 
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de ia courbe, ou a moins que l'apnh'quee toute entiere ne soft supposeeä 
l'iufini. Mais, en comparant ce <jui arrive, dans oe dernier cas, avec oe 
qui aurait lieu pour oelui d'ttn simple assemblage de lignes droites ou de 
sectio ns coniques; il sera facile de voir que le rapport k u'en coneerve 
pas moins une valeur unique, qui est finie ai la direction de Taxe fixe et 
celle de» appuquees sont queioonques par rapport aux directious des diflfö- 
rentes brauchest de la courbe proposee, et qu'on peut meme calculer ou 
construire geom&riquement si Ies m asymptotes de oette courbe ou les 
directious de so» m brauch es infinies aont doimees. En effet, tracant, par 
exemple, les m droites pf r f/f*, p"a" .... paralleles ä ces directious 
ou qui joignent respectivement les intersections fixes <j, y', aux 
intersections p, p', p" . . . . de l'appliquee censee toute entiere A I'infini, 
la valeur du rapport k sera doniiee pour oes m droites, et la roAme que 
celle qui appartietit aux intersections dont ü s'agit. 

Les differentes appliquees paralleles ap, ne contenant donc qu'ua 
aeul point y a distance donnce, et u'en avant aucun a I'infini, 3 resulte, 
du principe general pose* ci-dessw, que la suite de tous ces points y est 
une ligne du prenüer degre ou une simple droit«. Je dis, en outre, que 
c'est une parallele a laxe aa* des absoisses; et, pour le prouver, fl ne 
s'agit que de faire voir clairement quelle ne saurait rencontrer eet axe 
en un point qui soit situe" u une distance assignable ou finie: or cela pa» 
raitra parfaitemcnt clair si I on conaidere que, pour l'appliquee correspon- 
dante ü ce point, l un des segmens ap, ap' . . . . devrait seVanouir, ce 
qui ne peut etre quautant que rintersection de la courbe, relative a oe 
segment, se trouve en a sur l'axe fixe yy', et saus que par consequent 
l abscisse correspondante ne devienne aussi nulle. Mais la loi de conti- 
nuite assigne une tangente eu oe meme point de la courbe, dont Ie rap- 
port, de lordonnee ä l'abscisse, est precisement le meme que celui des 
segmens nuls ou inGniment petits que Ton considere. Donc ce dernier 
rapport et, j>ar suite, la valeur de ay ou de k, ne cessent point d'etre 
determines et ne peuvent devenir nuls tant que le point d'origine a des 
appliquees se trotne a une distance doanee ou finie sur Taxe des al*cis- 
ses, ou tant qu'U n arrive pas que les elemens tangentiels de la courbe 
en ses düTeVentes intersections <f",... avec cet axe, se trouvent 

confondus avec la direction meme de ce dernier; toutes ciroonstanoes qui 
Crdfa'i Joomti d. m. ua. vm. m l 5 
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ne peuveot avoir Keu dapres la geueralite de nos hypotheses snr Ia Situa- 
tion respective de la oourbe et des axes dont il sagit. 

Conduons douc, en seoond lieu, que la droite des points y , ne 
pouvant generalement rencontrer l axe en des points situee u une di- 
stance donnee, il faut bien que cette droite lui soit parallele, ou que ay, 
ainsi que le rapport Ar, du produit des appliquees ap, ap,' ap" . . . . u ce- 
lui des abscisses correspondantes ay, a?', ay", demeurent invariables pour 
toutes positions possibles de ces appliquees et, par suite aussi, pour toutes 
oelles que peut prendre Taxe des abscisses en se transportnnt, parallele- 
ment » lui memo dans le plan de la courbe, ce qui oonstitue proprement 
le theoreme de Newton qu'il s'agissait de derantrer. 

Noua n'insisterons pas sur ce qui arrive dans les cas particuliers ou 
Taxe des abscisses est pris tangentiellement a l'une des brauches de la 
courbe, c'est-ö-dire parallolement u l'une de ses asymptotes, parceque la 
loi de contimrite indique clairement alors comment on doit entendre le 
theoreme ci-dessus, et que les circonstances sont absoIumeBt les meines 
que celles qui se presenteut dans le cas bien connu des lignes du second 
ordre* D'ailleurs ces detail«, sur lesquels nous aurons oocasion de reve- 
nir, ne seraient point A Ieur place dans cette introducb'on, ou nous avons 
seulement pr*?tendu prouver que le theoreme, qui doit aerrir de base prin- 
cipale u nos recherches, peut Stre e*tabli a priori, en se fondant unique- 
ment sur le principe de continuite" combine* avec les donnees d une geo- 
m&rie generale dont jai expose les premiers Klemens dans le traite" des 
proprio tos projectives des figures. 

Apres avoir donn<$, dans ce qui precede, un aper^u, en quelque 
sorte historique, de mes recherches sur les proprietes projectives des oour- 
bes geom&riques et des vues qui m'ont principalement guido" en m'y 
bvrant, de loin en loin, depuis 1816, il roe reste u dire un mot du plan 
que fai adopte dans oette presente redaction, qui, bien loin d'offrir un 
traite* suivi et methodique sur la mauere, comme fai dejä dit en avoir eu 
primitivement l'intention, n'est qu'une esquisse fort imparfaite, peu cor- 
recte memo, je l'avoue, des prineipaux rcsultats aux quels je suis depuis 
longteras parvenu, et quo le peu de lotsirs dont je puis actuellemeut dispo- 
■er, ne rae permet pas de perfectionner davantage ni de mettre dans 
1 ordre rigoureux que je leur eusse souhaitl. 
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Prenant donc pour dc'Gnition, propre A oaracte'riser a la fois toutes 
les lignes et surfaces geome*triques , la relation qui subsiste entre les dsf- 
ferens segmens formt's sur les cdtes d un triangle arbitraire par les inter- 
sections de ces lignes et surfaces, et voulant dünner, tout d'abord, une 
idee de l'extenaion que peuvent recevoh* les prineipes de la doctrine des 
transversales, j ai del>ute , dans UD premier paragraphe, par appliquer ces 
prineipes aux ligne» du second ordre, considerees d'une mauere indivi- 
duelle ou dans leur combinaison , et qui ont tant et depuis si longiems 
occupe* la sagacite des geometres, qu'il semble que, dorenavant, fl n'y ait 
absolnment plus rien de vraiment neuf et d interessant A en dire. La 
facilite surprenante aveo laquelle on arrive ainsi aux proprietes projecti- 
ves les plus generale» et les plus belles de ces lignes, me semble bieh 
propre d ailleurs ü evefller I attention du leeteur et A linitier dans Iesprit 
de la methode. 

Passant de lä a ce qui ooncerne les lignes du troisieme ordre, j ai 
fait voir oomment la tbeorie des transversales peut sur le cbamp con- 
duire A la decouverte de leurs prindpales proprietes projectives dejA men- 
tionnees dans la partie mstorique de oette introduotion, comme e*tant les 
oorollaires de theoremes plus geueraux conoernant les lignes d un ordre 
quelconque. Quelques unes de ces proprietes, relatives aux points d'in- 
flexion et aux quadrilateres complets inscrits, ont ete longuement et p£- 
uiLlement demontrees dans le traite" des eourbes geometriyues de Ma- 
clauririy qui, ainsi que je Tai dejA egalement fait observer pre'ce'demment, 
a envisage les proprietes des courbes du troisieme degre" d'une maniere tout 
a fait speciale. 

Lors de mes premieres recherches sur cette matiere, javais eu Tin- 
tention de donner une certaine etendue A l'article qui concerne la theorie 
des lignes du troisieme ordre, A cause de la singulare analogie quoffrent 
leurs proprietes avec Celles des sections ooniques ordinaires : je me proposais, 
par exemple, de les construire par points sous dkTerentes donnees, de 
construire leurs Systeme* d'intersectfons ou leurs sy*temes de tangeutes 
relatives A des droites ou A des points de position aasig nee, de recher- 
cher tous leurs points singuliers ainsi que les proprietes dont jouissent ces 
points par rapport aux points ordinaires de la courbe etc. Mais, comme 
ces differentes questions se reproduisent egalemeut pour les lignes de tous 
les degres et donnent lieu aux memes Solutions generale«, je me suis ici 

S* 
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bornl u quelques propositions speciale«, propres ä servir d'exemple de la 
feeondite* des principe« et de la fertilite* de leurs apphcations. Ce quo j'ai 
dit d'ailleurs, de ce meme article, conoernant les intersections et les con- 
tacts divers des ligncs du troisieme ordre et des sections coniques, doit etre 
considere uniquement comme une sorte d'introduction ä ce quo je me 
propose de douner dans la seconde partie de ces rcchorchcs touchant 
les osculatrices des b'gnes d' ordre superieur. 

Laiuant 1A bientot ces preüminaires, je passe, dans im second pa- 
ragraphe, A ce qui concerne les courbes planes geome*triques, d'un ordre 
quelconque, considerees d une maniere individuelle et par rapport aux Sy- 
steme« de transversale« rectilignes qui peuvent les couper. Je fais voir 
comment on doit entendre ou appliquer, dans ce cas simple, I'equation 
ou la relation fondamcntale qui definit o la fois tontes ces lignes; je m'oo- 
eupe ensuite des differentes transformations ou traductions, soit metriques, 
soit descriptive« dont eile est susceptible dans oertains cas, et notamment 
pour certaines situations particulieres des transversales, ou, sous sa forme 
primitive, eile devient Ulusoire, identique et cesse ainai de demeurer ap- 
plicable au Systeme. Ces circonstances se presentent, entre autres, quand 
une ou plusieurs des intersections propres des transversales se trouvent 
situee» sur la courbe ou se confondent entre eil es, et elles donnent ainsi 
Ii eu ü de nouveaux theoremes sur les lignes ou sttrüaces geem&riques, 
comn.e elles fournissent des me'thodes variees et simples pour le trace" de 
leurs tangeutes et plans tangens, dans les differens cas. On verra que 
les transformations dont fl s'agit reposent prmcipalement sur le mode d'e- 
bmination general par lequel on peut debarasser 1 equation primitive ou 
ses deVivees, de certains segmens qui y entrent et qui les rendent illusoi- 
res dans les cas precites. 

Du reste, a l'exccption de ce qui concerne la relation que nous 
avons nomnu-e involution simple de certains systemes de points en ligne 
droite, relation qu'on doit considerer comme fondamentale, nous avons 
fort peu insiste* sur les propositions ou corollaires particuliers qui peuvent 
decouler de nos principe«, dont l'exposition mc"thodique est d'ailleurs le but 
essentiel de la premiere partie de ce memoire: c'eat ainsi, par exerople, 
que nous ne fesons qu'indiqucr, cbemin fesant, les nombreux corollaires 
relatifs aux points singuliers ou multiples de» courbes, aux polygonea qui 
lcur sont inscrits ou circonscrits, <i leurs systemes d'asymptotes etc. 
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Ayafit motrtre*, dans oe qui preeede, comment on peut rendre la 
relation fundamentale applicable u tous les etat» de la figure, A toutes les 
Situation* possibles des transversales, nous nous occupons, dans un uou- 
veau paragraphe, de la determination ou du trace m6me des lignes geo- 
metriques par leure systemes d'interseotions aveo des transversales don- 
nees, en nous fondant uniquement sur les proprie*tes qui dement de 
quation de definition de oes lignes. Cette discussion nous conduit u plu- 
sieurs resultats curieux, et notamment n celui-oi: „ Lora qu'une ligne ge*o- 
„metrique plane, dun degre quelconque, est donne* par un nombre suf- 
„fisant de ses systemes d'intersections aveo des droit es ou transversale» 
„arbiträres, on peut, non seulement deerire la oourbe tout entiere par 
I Klints, mais, de plus, trouver directement ses interseotions aveo une au« 
„tre transversale donnee, le tout par des mithodes purement lindaires, 
„ou qui n'exigent, en deruiere analyse, que la construetion de simples 
„lignes droites; par quoi on doit entendre d'ailleurs que toutes les cour- 
„bes auxiliaires qui servent a la Solution du probleme, sont eil es meines 
„oonstructibles par de simples intersections de lignes droites." 

Ce paragrapbe, qui eteit indispensable pour justificr l'adoption de 
notre equation fondamentale comme definition caracte'ristique et süffisante 
des oourbes et surfaces geometriques, contient d'ailleurs le germe de tou- 
tes les recherches, sur la comraunaute* d'intcracction des lieux, qui seront 
mentionnees plus loin, et speoalement sur la determination des lignes et 
surfaces qui sont assujetties a des conditions donnees. 

Apres nous etre ainsi etendu sur ce qui concerne les systemes d 'in- 
tersections des lignes geometriques aveo des droites arbitraires, il etait 
natural de soccuper des questions inverses relatives u leurs System es de 
tangentes issues de points donnes; questions qui de*rivent imm^diatement 
de nos prineipes sur la theorie des polaires reeiproques, attendu que tou- 
tes les relations me*triqucs et descriptives pre*cedemment e\ aminers, sont, 
de leur nature, projectives ou telles qu'elles substistent A la fois dans tou- 
tes les projpcü'ons ooniques de la figure; conforrnement u ce qiii est re- 
clame par les considerations des N°* 120. et suiv. du Memoire qui contient 
cette theorie. Mais, comme I'exposition des prineipes de cette meme theo- 
rie, a suscite quelques doutes dans l'esprit de certaines persounes, notam- 
ment en ce qoi oonoerne le degre* des courl>es polaires reeiproques de 
court>es planes donnees; comme d'ailleurs nous n'avons fait que glisser 
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sur cctte importante et dif fidle mauere, dann les N°*66. etswV. du Me- 
moire en question, ei que, dans la crainte danticiper per trop sur le sujet 
de no« recherches relatives aux proprietes de» oourbes et suriaoes, neos 
j avons meine neglige de demontrer, a priori et par les methodes geo- 
*I ui n0U8 sont Propres, quelques -uns des theWmca dont nous 
parti», tels que celui sur le uombre et le degre* des inteneetions 
bcs et sur face», eelui sur le uombre et l'espece de leurs tangen- 
tes ou plaus tangens passant par les meines points ou les 
ces differeus mortis nous out eiigage ä revenir sur oes 
mentales, qui demandent encore a etre eclairciea et app 
qu ell es aient fait, dans ces derniers tema, lob je t des me*ditations dhabi- 
les geometrea anahystes. 

En effet, la Solution de oes questions depend, oomme on peut le 
voir u l endroit deja rite*, du perfectionnement d une autre theorie, celle 
des points singuliers des oourbes, qui n'est point enoore completement 
faite malgre les savantes recherches de nos premiers geWtres •), et eile 
tient aussi aux difficultes les plus ardues de la sdenoe de 1 ^mination. 
Mais, quoi que les consideretions d une gcometrie purement intuitire, ar>- 
puyee de notious qui derirent de ladmission du principe de conti 
nous aient permis d'entrer plus avant dam le fond de la question, . 
ne saurious nous flatter cependant d en avoir eclaird entieremeut les 
ficultes et d'avoir dissipe* tous les nuages dont eile demeure 



l occa «' on de ces discussions, nous presentons les Mmem d un 
au mode de transformation des figures qui diflere essentiellement, 
du moins en apparence, de celui qui ressort de la theorie des poles et 
polaires des lignes du second degrl, mais qui, malheureusement fait re- 
tomber sur les meines re*sultats relativement aux questions de r&iprocite", 
et n'offre dautre avantage que celui d une faciliu? pli» grande dans lei 
moyens de construire la transforme'e ou denvee d une figure donn4e. 

Tel est l expose succinct des matieres contenues dans cette pre- 
miere partie de nos recherches, dont la seconde a speaalement pour objet 

•) Voyw h traitt du calcul difirtntiel rr du calcul integral de Mr. Lacroix 
tom.lll et tk/one des points singuliers donnee par Mr. /W«/ den. uSSZ 
hier du Journal de tScole potytechnique. ' w " ca 
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lexposuion des principales consequences relative« aux proprio projecti- 
vea des systemes de bgnes et de surfaces geWtriques. 

Cette seconde partie, dont nous renvoyons la publication A an pro- 
chain Numero de et journol, n'offre, pour ainsi dire, quo le developpc- 
ment et les applications des principe« exposes, dans la premiere, aar l a- 
ualyse des transversales: eile se subdivise egalemenft en plusieura $$., dont 
noua nous content crons d'exposer sommairement le contenu, dejä men- 
tionne au commenoement de cette iutroduetion. 

1°. Des systemes de lignea et de surfaces geome'triques, du meme 
degr<5 qui ont les memes intersections commune« , ou que touebent les 
memes plana, les memes surfaces developpables enveloppes; traoe* efiectif 
de l'une d'entre elles, au moyen de toutes les autres, par dea construetions 
purement lintaire* ou qui se rapportent uniquement A la geometrie dt 
la regle; de l'involütion complcte des systemes de points, de lignes et de 
surfaces; des lieux geome'triques ; probleme de Pappus resolu pour la pre- 
miere fois par Deseartes; combiuaiaon des lieux et de leur decomposi- 
tion en lieux plus simples. 

2°. Application de Tanalyse des transversales A la theorie et A la 
recherche des osculatrices du 2* degre et des divers ordres, en des points 
detenniues des lignes et surfaces geome'triques; traco de ces osculatrices 
par points ou par l'enveloppement des tangentes, A l aide de construetions 

3°. Principales consequences relatives aux centres, aux axes et 
aux plana de moyennes distances ou de moj ennes harmoniques des lignes 
et surfaces geometriques individuelles, ou des syst eines de lignes et de 
surfaces geome'triques assujetties A des conditions donnees; Solution nou- 
velle du probleme relatif aux faisceaux oonvergens de tangentes, trace* et 
propri(ites des polaires successives etc. 

Dans cette seconde partie, destinee seulement A l'indication rapide 
des prinetpaux resultats de nos propres recherches et de Celles des autres 
sur les courbes et surfaces de tous les degre*, nous avons neglige une in- 
finite da oorollaires, neufs ou piquans, qui eussent ralenti notre marche. 
sans rien ajouter d'essentiel aux considerations the'oriqueS qui peuvent aer- 
vir A faire saisir lesprit general de nos methodea, et A en d^montrer Pu- 
tilite* et la feoondite*. 
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imistant prindpalemeut sur les applieatfons de la theorie des 
b, nous avons voulu prouver que cette tlieorie, envisagee comme 
nous le fesons, oonstitue atissi un oorps de doctrine a part, une »orte da- 
nalyse geornttrique tres digue de fixer 1' attention des savaus et surtout 
de» auteun d'elemeiis , par la aimplicite et la faciu'te de l algorithme , la 
gtWralite' et l'etendue de» consequences, la fertility et la vari&e* des 
■ourees quelle öftre dans la Solution des questions les plus releveea. 
ou prend dailleurs la peine de comparer le contenu des presens 
res arec les belle« et reoentes deeouvertes, sur les proprietes des 
et surfaoes de toits les degres, qui ont &e* exposees par MM. Gergonne, 
} Sillier, Chasles, Plücker etc. dans les annale* de mathemaüques , la 
correspondance de Bruxclles et le Journal de Mr. Crtlle (annees 1827 <i 
1830), on »e oonvaincra, j'espere, que, malgre le retard involontaire qu'a 
eproure" la publication de nos propres recherofaes sur cette mutiere, et 
qui sont anterieures de plusieurs annees, olles n'ont point encore per du, 
sous tous les rapperts, l iuteret et le merite de la 




des ligues et des surfaoes geomö'tri.pjes, 
point asireints a en operer u chaque pas, comme l'ont fait quelques -uns 
de oes geomefres, la traduction en dautres theoreroes relatifs aux tan- 
gences de oes lignes et surfaoes, oe qui est toujours facile au moyen des 
principe« generaux de la theorie des polaires reciproques. Nous nous 

de loin en loin, des exemples, en in- 
r ceux qui pouraieut ottrir le plus a uiteret 
ou ]>ar les moyens d'y parrenir. 
A ce meine sujet, nous devons kä reproduire une Observation im- 
portante par sa generalite"; c 'est qu'en partant directement des theoremes, 
sur les tangentes ou plan* tangens des lignes et surfaoes geome'triques, 
qui sont les oom'latif» ou reciproques de ceux de Carnot , sur les inter- 
sections des transversale* arhitraires, et dont les enonces se trouvent rap- 
purtea ü la fm du Memoire xur la theorie des polaires riciprofues 
(K- 128. et suiv., 141. et 142.), en partant, da- je, de ces theoremes in- 
verses, on peut, par une analyse analogue a oeHe qui Grit lob jet de ce 
travail, arrirer, sur le ohamp et sans petition nonrelle de principe, m to*%- 
tes les consequences ou propositions reciproques dont H rient d'etrc parte; 
ce qui donnerait Ii«! u un autre moyen de decoinertes geometriques , a 
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un autre ©ort» de doctrine analogue ä oelui qtrf constitue l'analyse ra«*me 
des transversales, En laissant doac de o6te*, fort souvent, tont oe qnl 
coDcerne cette reciprociti6, nons eViterons d'entasser inutilement des theo- 
reines doot 1'ex.positioo , nc coutant pour ainsi dire que La peine d'en 
transcrire les enooce«, serait d'un bien faiMe interet pour les lecteurs, qui 
esrimeDt principalemeot, dans les specuJations mathematiques, l'utilite des 
applications ou la nouveaute* et la fertility des routea qu'elles peuvent ou- 
yrir <\ l'esprit dans la recherche de La veVite» 



Nota. Nona cootinnerons, dans ce travail, la serie des N°* d'arti- 
cles od eile en est restee dans notre preoedent memoire sur la thiorie 
generale des pöic.ires reeiproques * ) ; pur In nous i • \ itorons des rq )/-titions 
de titres quf, par leur trop grande frequenoe, dans certalns cas, ne man- 
queraieat pas de derenir faatidieuaes. 
(La uütp dAoj le catter prechmn.) 

•) Voye» tom. IV. cahier 1. du present Journal. 
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4. Stern, Summirung gewiuer Kettenbrücke. 



4. 

Über die Summirung gewisser Kettenbrüche. 

(Voo Herrn Dr. Stern zu Goüiogon.) 



In Euler's Opmc. anal. (71 1. p. 85.) findet man einen Aufsatz über die 

S umm i rung der Kettenbrüche, die in der Form m -f —2 , ^ enthalten 

m+1+ w+2+«tc. 

»ind. Enler gelangt dort durch sehr verTfickelte Kunstgriffe zum Zweck ; 
spater hat sich auch Trembley mit diesen Kettenbrüchen beschäftigt 
(s. Minu detacad. de Berlin 1794). Einen einzelnen Fall hat En ler an 
einein andern Orte bebandelt (M4m. de facad. de Petereb. T. 4. pag. 52.), 
jedoch vermißt man dort den Beweis der wichtigsten Sätze. Ich habe im 
Folgenden gesucht, die dritte dort angewandte Methode genauer zu be- 
gründen , und dadurch zugleich eine einfachere Behandlung der 



1) E»seim-f~- 7 n + t = (^) = /(m,j>), 
m+ + m + 2+e<c. 

positive Zahl; ferner m—\+^~ = «, iw—2-f- ~^ = «, , und Hilge- 
rt m_<r+l)+!IZ^, abo 



^-)- = ^ Fa , «==^, .... ^-_:i#i r , 

Man setze n = r+ 1 , so ist 

1 Ä — 2 _ 2(-m-|- w - n 

-m+*-l' -« W| W 2| *g— j (-»+n-2)(-m+ B -l) + l» 

— — TFt-J-»»— I 

3 (;(_ m -|_„_ 2 ) (— m 4.„_i) + 1 ] 

' (_ m -f-„_3; . [f -m+7r-2)(-m+n-l) + 2 (- ) 



Aus der Bildung dieser Wertbe erhellt sogleich, daXs der Zähler des 
Gliedes aus der Reihe , «,._, , a r 4 u . s. w. das /fache des Nenners 
des vorhergehenden ist. Denkt man sich ferner eine Reihe, deren erstes 
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Glied um 1 ist, wfflirend die folgenden Glieder den Nennern der Werthe 
von ^,«, 0) ii.s. w. gleich sind, so wird man das /+ l h Glied dieser 
Reihe erhalten, wenn man das /" mit «— «i — /, das /— 1" mit /— 1 
mnl tiplicirt, und die Producte addirt. Diese Reihe soll im Folgenden durch 
(D) dargestellt werden. 

1) Entwickelt man die successiven Differenzreihen der Reihe (Z>), 
so ist das erste Glied der «*" Differenzreibe = (n—m—2) (n—m—3) . . . . 
. . . . (n — m — s — 1), 

Es seien überhaupt o, b, c, resp. das m — 1", m*, m+V Glied 
einer Reihe, und man erhalte das m" Glied ihrer ersten Differenzreihe, 
indem man das m* Glied der ursprunglichen Reihe mit n—p—m, das 
m—V Glied derselben mit m— 1 multiplicirt, und die Producte addirt: 
so erhalt man das m u Glied der zweiten Differenzreihe, indem man das 
m* Glied der ersten Differenzreihe mit n — p — m — 1, das m — 1* dersel- 
ben mit m — 1 multiplicirt, und die Producte addirt. Das m — l u , m*% m-f-1* 
Gbed der ersten Differenzreihe ist resp. =6 — c, (n — p — m)b-\-{m — 1)a, 
(n—p—( m +i))c+mb t folglich ist das m* Glied der zweiten Differenzreihe 
= (n-p-m-t)c—(n-p-2m)b—(m-l)a = (n-p-m-lXc-b)+(m-t)(b-a) , 
es ist aber e—b das m u , b—a das m—V Glied der ersten Differenzreihe. 
Hieraus folgt unmittelbar, dafs man das m" Glied der i" a Differenzreihe er- 
hält, wenn man das m u Glied der / — 1 UE Differenzreihe mit n—p—m (/ 1), 

das m—V Glied derselben mit m—l multiplicirt, und die Producte ad- 
dirt. Das r" Glied der ersten Differenzreihe der Reihe (D) erhalt man, 

wenn man ihr r 1 " Glied mit (n — m — r — 1), ihr r — V Glied mit r 1 

multipUcirt, und die Producte addirt; folglich findet man das r" Glied ihrer 
i* m Differenzreihe, wenn man das r* GÜed der /— 1»- Differenzreihe mit 
n—m — r—1, und deren /— 1- Glied mit r— 1 multiplicirt, und die Pro- 
ducte addirt. Sind daher die zwei ersten Glieder der l—V m Differenz- 
reihe resp. = A{n—m—l), A(n—m—l) % t so sind die zwei ersten 
Glieder der Differenzreihe resp. = A{n — m — l)(n — m — (/+!)), 
A (n—m—l)* (n—m—l— 2) + A (n—m—l) =A (n—m—l) [n—m—(l-\-\)] % y 
und das erste Glied der l+V Differenzreihe =e A(n—m—l) (n—m—(l+ 1 )) 
X(/i— m— (/+2)). Nun sind die drei ersten Glieder der Reihe (D) resp. 
= *» n—m—l, (n—m— 2)(n — m— + folglich die zwei ersten 
Glieder der ersten Differenzreihe resp. =n—m — 2, (n — m— 2)% die 
zwei ersten Glieder der zweiten Differenzreihe rt*p. —(n—m—2).(n—m—'6), 

6« 
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(h — r« — */ v>" — "* — »/ » 
reihe s={n — m— 2) ... .(n — m — * — 1\ 

3) Die Reihe (D) hat also immer eine endliche Menge von Dif- 
ferenzreiben, wenn m negativ ist} ist aber m positiv, so mufs n^m-\~2 
sein, denn ist n<^m -\-2 t so bricht der Ausdruck (B) nicht da ab, wo 
der Zähler — 0 wird, sondern es mub der dazu gehörende vollständige 
Nenner auch =0 sein; dies zeigt, da/s alsdann f{m,n) keine rationale 

Gröfee, aber (wegen (A)) zwischen den Grenzen m und m -j- - ein- 
geschlossen ist. 

Wir setzen hier zuerst den letzten Fall bei Seite. Rennt man un- 
u„ das x" Glied nach dem Anfcngsgliede, so hat 



tt^ r trs 1 -f- "-—•SB wr-l+ *- m -33 .x-1 .*-2+ etc., 
weon Oberhaupt den Coefficienten des r*- GCedes in der s** Potenz 



Der Zahler des GCedes ans der Reibe « r _j u. s. w. ist 

also —x.u^ xi der Nenner *=u„. Nun ist /(/w, n) das n — 1" Glied aus 
dieser Reihe, forgfich 

(C) f(m *) s» + 

t)-f — ^S(n— i)(n— 2) ttc. * 

4) Seist man mf "* 1 . aSB /(»»>"+t)f ™» zwar 

den Werth dieses Ausdrucks aus (C) finden, aber man kann ihn auch un- 
mittelbar aus dem Werthe von f(m f n) ableiten. Setzt man nemUch 

/(m,/j-f.l)=r: — , /(m, n) = so hat man 

, an ~«8 (n _l )( ^2) + «8(n-lX*— 2X"-3) etc. 

9 es |+ *— *B. — 1 2 + 2X«— 3) etc. 

Addurt man die unter einander stehenden Glieder, und bedenkt zugleich, dal* 

so hat man 

p + f » 1 + — + — -SB(if— !)(«— J) + etc= *. 
Ferner 2a (n-m)? *= [1 X«— 2)+ etc,K*— m), 
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(1+"^» + 2.~"58(„-X) + 3. f»(«-l)(ix-2) +etc. 

j + ~«ö(^l) + ^(«-l)(«-2)+"---*(«-lX«-2X»-3) + etc., 

nan die unter einander stehenden Glieder, und bedenkt, dab 
nan (/i— m) y + /> =» 1 "~n4. « +— ^jj . n . +....= <?, 



<C) = »(/(»"> »)+D , 

Man kann auch aus f(jn, n) = den Werth von /(m — 1, n) — — ablei- 
ten; es ist nemlich 

m./> = (/>— 1) [m +m .—»-•«(ff— 2) + m 2) (ä— 3) etc. J, 

(«— 1)? = («— 1) [ 1 -f *~<B(/»— 1) + " " "t (/i— 1) («—2) etc.]. 
Die Summe der zwei in Klammern eingeschlossenen Ausdrücke ist ss 
1 4. ■- J 1 *8(/i — 2) + ■ * B 4(JI — 2) (/i — 3) etc. , wovon man sich leicht uber- 
zeugt, wenn man immer das Glied des ersten Ausdrucks zu dem * + V* 
Ghede des zweiten addirt, and zugleich bemerkt, daß» 

/.m + («-m~(/+l))(«-l)= S (/»-m-l)(n-(/+l)) 
ist. Also hat man 

P' = mp + (n— 1)?. 
Ferner ist ?'s=^ + 7, folglich 

Verbindet man die Formeln (C) und (C"), so ergiebt sich 

Aus der Formel (Q kann man auch die beiden Ausdrucke mit Leichtig- 
keit ableiten, die Trembley (a. a. O. S. 110. und 114.) gegeben hat. 
Setzt man nemlich in derselben — m statt m, und i so hat mau 

+ 3 oder - — , an 1-fm. Dies ist der 

1 m -4" 2 — in etc. — m-f- ^_ — 

erste Ausdruck Trembley 's, und zwar ist er (nach 3.) allgemein gül- 
tig, weil nach Trembley 'a Annahme m eine positive Zuhl sein soll; un- 
ter der Voraussetzung, dafii m eine negative Zahl ist, folgt auch aus unse- 
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+2< 

, der Tremblej" ! 



— + 




■ 



Es ist aber alsdann =/(m, «) 1. Setzt man nemfich « — m = p, 



der Ketten brach (2) immer ab, wenn 
, und gebt daher in folgenden ober 



+ 



n — m- 



— 2+— 1 

— l+T 

-1-, Jd^ü-i«- Glied eUrlSbe -t, 
+ 1)+...., 

ifs= 1+— «SB(«_m— 2) 4-— — m— 2)(a — m— 3)etc, 
M = t+-«B(n_m— 1) m— 2)(«— m— 3)etc 
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Man bemerkt sogleich, daß* N dasselbe ist, was in 4) 9 _ 
zieht man ferner in den Wertben von N und :W die unter einander ste- 
henden Glieder von einander ab, so findet man N—M = —p, also 

Man hat also auf diese Weise zwei neue Werthe tarf(n,m) t nemlich 

Die Identität der vier Kettenbroohe (A), (B), (^'), (BO hat Eu- 
ler in den Opusc. anal. (a. a. O.) auf einem ganz anderen Wege gefunden. 

6) Ist «<m + 2, so erfährt man den Werth des Kettenbruchs 
am leieh testen, wenn man ihn nach den bekannten Regeln in eine Reihe 
verwandelt und den Werth dieser Reihe sucht. 

Der einfachste Fall dieser Art ist der Kettenbruch 1+ — 2 («). 

2 +3etc. 



Nennt man die Basis der nat. Logarithmen e 9 so findet man, dafs die- 
ser Broch = -Ij ist. Er ist aber auch = •); ea ist nemlich allgemein 

«L (3) (y) 

* c etc. 



.51 ^ 0 <» «_ 



•) Dieser Brach ist auch =1+1- , denn hat ina. den Broch — (1) 



8 

*+^7 6 t 



e 



H 



6 etc. 



" + 7 

„rf »« =x, 1.1 (1) = »£±£ = !+-£.. « h b „»,k. fa^l*. 

lieh, nm auf einen Irrthum aufmerksam zu machen, den Schatze (Entwickel. 
der wicht math. Theor. S. 131. n. 135.) wiederholt Iiegnngen hat. 
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Fahrt man auf diese Weise fort, so siebt man leicht, wie (y) i« (ß) über- 
geht; folglich hat man auch — 3 = — . , 

7) Euler hat in den Mim, de l'Acad. d. P. (a-a. 0.) noch eine 
Methode angegeben, die zwar weniger brauchbar ist, als die oben zum 
Grund gelegte, die ich aber doeh kurz berühren will, weil Euler einen 
Hauptpunct übersehen 



*»+Z+i.«= S = m +5> ^»+'+^, B-m+2+=±* etc., 

j — 2 w+1 r . Tr* i "+PP~*i! «.s.w. Die Nenner 

der Werthe S t A, B etc. bilden eine arithmetische Reihe, 1, S—m, 
(Tri -H)(S—m) etc., deren Glied man erhalt, wenn man das 

1» mit ~_(77i-f /— 1), das / — 1* mit n+l—2 multiplicirt, und die Producte 
addirt; es läfot sich alsdann leicht beweisen, dafc man das ** Glied der 
n-m-l^Differenzreihe erhalt, wenn man das *-t" Glied mit — (*-H—2) 
multiplicirt; ist daher n>/n+l, also S (nach 3.) rational, so wird jedes 

Glied der n m V" Differenzreibe = 0, wenn man das erste = 0 setzt, 

und Jedes Glied giebt alsdann den Werth ron S* Euler hat nicht be- 
merkt, dad immer die n—m—V Differenzreihe diese Eigenschaß hat 

8) Ich erlaube mir, hier noch einige Worte über eine Bemerkung 
Etiler zu sagen, die, wie ich glaube, irrig ist. Euler findet in den 
Comm. Acad. Petr. (T. IX. pag. 123.), dals die zwei Kettenbrttche 

«+ — t 

«H . 

identisch sind; es ist dort kein allgemeiner Beweis gegeben, der sfoh 
indessen leicht fuhren lätst. Setzt man nemlich 

».f- — t »je, c4-- — t —y u s. w,, 
m + J^eie. m ^+ etc. 
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Setzt man — «° ***** ^ * = (w«-H)*+/w, «Uo 

abo *" ^Tfl((' H "+ i ) > + ,> + m+(m t w +l) y )> 

1 i v 

Nun kann man ebenso den Werth von y entwickeln u. a. w. 

Hierauf führt er fort (pag. 128): „ quemadmodum hio fractiones cos. 
tinuas, quarum denominatores ita interrupto ordine progrediuutur , ut in- 
ter bin os quosque contiguoa duae interpositae sint quantitates eonstantes, 
consideravimus, ita eadem reductio extendi potest ad qnatuor rel sex etc. 
quantitatea eonstantes iuterpolatas. Numerus autem impar quanti- 
tatum eonstantium interpolari nequit." Die oben angewandte 
Reductionsmethode ist aber wkkb'oh auch auf eine unpaare Anzahl constan- 
ter Gröben anwendbar. Es sei z. B. 



so findet man 

S auch auf folgende Weise rerwandem. Man 



d ~T~ m-f etc. m«tc. 



Creflft'i Joorn.1 d. W. B4. Vm. HA. I. 
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•o hat man 

. i fLujrt _ , (ftm+t)* + ^ 



so Gn Jet man 

* ob _(mfi + l)-»i(mH2)s 

und 



• 
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5. 

Nouvelle methode pour decouvrir des the'oremes 

de geometrie. 

(Par Mfc L. J. Magnus k B.rlin.) 

M 'occupant , il y a quelque temps, d'une exposition analytique de la 
rheorie des polaires reciproques, je suis parvenu ä des resultats que je rais 
publier en partte, dans l'esperance qu'ils ne manqueront paa tout-u-fait 
d'inter£t. Je ferai voir que Ton peut tirer de chaque theoreme nur les 
Kgnes droit*», ou bien sur les drohe«, et tout au plus deux ooniques, qui 
se coupent, si le theoreme est d'ailleurs de nature u etre double par la 
theorie des polaires reciproques, deux autres theoremes, dont cbacun a son 
tour est de nature a etre doublt par la theorie des polaires reciproques; 
de maniere que le prämier theoreme sera la souroe de ciaq autres, dont 
la vt'ritr sera evideote sans qu'on ait besoin de la eonstater par une 
demonstration. 

La lecture de rexcellent memoire qui se trouve p. 268. du tome V. 
de ce Journal, ou M. Plücker, um de nos geometres les plus distiugues, 
a fait voir la possibilite" de tirer de eertaius theoremes sur les lignes droi- 
tes, des theoremes nouveaux sur les oourbes, m'avait fait d'abord balaocer 
A publier le r&ultat de mes recherchas. Mais je me suis determine* u com- 
muniquer oe qu'on va lire, par la consideration, que l'analyse dont je fais 
usage, diflfere de celle de M. Plücker; et que, pour appli quer la methode 
actuelle, il nimporte en rien de savoir de quelle maniere est d^montr^ 
le theoreme duquel on veut tirer im autre. D'ailleurs il fera peut-etre 
platsir au lecteur de voir decotiler d une souroe commune les equations 
qui servent de hase A la theorie des polaires reciproques, ä la collineation 
et a la methode en questiou. 

1. 

Considerons deux plans P et n, et supposons les points de 1 un rap- 
portes aux points de l autre , de maniere qu a cbaque point p du plan P 
oorrespond uu poiut ir <lu plan II, et reetproquement. Deux carte» geo- 
graphiques d un raeme pays, oonstruites suivant deux m^thodes de projec- 

7* 
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tion, presentent im exemple d un tel rapport entre lea pointe de deux 
plan»; oar, a chaque point de l'une des deux carte« , correspond un point 
de l autre. 

Tj ajoute encore la restriction, qua un point p du plan P, 3 oor- 
reapond seulement un point r du plan II, et outre cela nul autre ni reel 
ni imaginaire; et de m&ne, qua un point { du plan II, 3 correspond 
seulement un point r du plan P, et outre oela nul autre ni reel ni 
imaginaire. 

Soient x, y les coordonnees rectangulairea ou obliques des points 
p, r, etc. du plan P, et soient /, u, les coordonnees semblables des points 
oorrespondants r, f, etc. du plan II; les raleurs Je t et u deyiendront 
determinees si I on donne a x et y des raleurs eonstantes, et reaproque- 
ment les raleurs de x et y deriendront de*termin<Ses si Ton donne &tetu 
des valeurs eonstantes. II faut dono qu II existe en ge*ueral deux equa- 
tions entre x, y, t et u ; et comme a un point 3 ne doit repondre qu'un 
point uBupie , U faut que ces equations ne soient que du premier degre", 
et par rapport h x et y et par rapport ü t et u . En eflet si ces equations, 
ou seulement une d 'eil es, etoient d'un degre plus haut ou transoeudantes, 
il correspond rait, u un point dun plan, plusieurs points (reels ou imagi- 
naire«) de l autre, ce qui est contre la suppodtion. 

La forme generale de ces equations sera 

1. (oy + bx + c)u + (*'y + h'x + c')t+o"y + b"x + c" « 0, 

2. («y + ßx+y)u+(*'y+ß'x+y')t + *"y + ß"x+y" = 0, 

ou ff, *, e t etc. sont des eonstantes arbitraires, qui peurent &re determi- 
nees dans chaque cas particulier. Mettons dans ces equations pour x et y 
les valeurs eonstantes x' et y', et denotons les raleurs de t et u, qu'on 
en tire, par f et U*i 3 est evident, qu'en mettant dans les equations (1. 2.) 
pour t et u les raleurs t' et «', les raleurs de * et y, qui en resultent, 
seront Egales u jr/ et y '. II suit dela que si ä un point p du plan P cor- 
respond un point T du plan n, il Corres pondra raaproquement au point 
X du Plan n le point p du plan P. 

Designons, pour abreger, les fonetions lineaires de x et r, qui cn- 
trent dans les equations (1.2.), respectirement par A, A' t A", B, B' et 
B" 9 nOUS Burons 

3. Au + A't + A"=*0, et 4. B« + B'/ + B"=0, 
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<3'ou I on tire 

- A*B"—A"B* . A»B—AB« 

** U 5=1 AB'—A'B ' OT ' = ^ß'—^/jB • 

A l'ensemble des points d'une droite du plan II, dont l'equation soh 

6. u =s gt 4- *, 
cOrrespondra une suite de points du plan P, qui, par leur continukd, for- 
meront une ligne, dont l'equation peut t-tre trouvee par la Substitution des 
expressions (5.) au lieu de t et de u dans l'equation (6.)« Don0 oo aura 
l'equation suivante 

7. (^'2?" — "J?0 — 6 (A"B — AB") — h (AB* — A'B) = % 
qui est du secood degre", d'ott Ton voit qu'A une drohe (6.) du plan II 
il correspond en general une conique (7.) du plan P. 

Or, les expressions 

8. A"B — AB", et 9. AB'— A'B, 
se reduiront A zero, si Ion pose simultanement -^ = 0 et # = 0, cequi 
ne peut avoir lieu que pour une seule couple de valeurs reelles de jf et y, 
A — Q et B=zO etant du premier degrö\ Mais les expressions (8. 9.) 
Äant toutes deux du second degre', seront rexluites a zero par quatre cou- 
ples de valeurs de x et y, Or, une de ces couples de valeurs est reelle, 
comme nous venons de le trouver; il laut donc qu'entre les trois couples 
restantes il se troure au moins enoore une couple de valeurs reelles. Pour 
chacune de ees trois couples de valeurs de x et y on aura simultanement 
A"B — AB" = 0 et AB'— A'B sm 0, 

, B B" . B B* , B" B' 

et par oonsequent = et = donc -py — ou 

A'B" — A"B' = 0, 
d'ou Ton voit que chacune de ees trois couples de valeurs de x et y sa- 
tisfera a l'equation (7.) quels que soient g et h. Dono cbaque conique 
du plan P qui correspond u une droite du plan n ira passer par trois 

points prineipaux du plan P, et deaignons les par p„ p„ />,. 

En ordonnant les equations (I. 2.) par rapport aux variables x et 
y, on a 

10. (au + a't + a")y + (A M -f-A'* + b")x + (cu + c't + c") = 0, 

11. («n+« / '+O*+cß*+ß'/+ß'0r + (y«+y''+y / ) « o, 
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ou, eu dt'ootant les fonctlous lineaires da u et f , qui y entrent par Ä, 
2M", JV, JV' et TV", 
12. + M' x + Jf"= 0, et 13. N y + Wx + iV"= 0, 

a0u M'N"— M"N' . M"N—MN" 

T = MN'-aflT * * m WW=WW 
A HUB droit« du plan P, dont l'equation soit 

^- = -f- n 

3 repotulra donc an general une oonlque du plan n, dont 

{MiW'~M t 'N') — m(M"N—MN'^—n(MN'—M , N) sns 0 
sera l'equation. Pur des raison» analogues a oelles que nous arons deve- 
loppeea plus haut, eette eonique ira passer par trois poiots fixes t,, ir t , sr, 
du plan IT, dont un au moins sera reel, et que nous nommerons points 
du plan n. 

L'equation d'une oonlque du plan P, qui passe per les trois points 
/»•» P*t p3t P° ut toujours etre mise sous la forme 
(A'B"—A"B f ) + h(A"B—AB") + ¥ .{A'B—AB r ) = 0, 
ou X et fi sont des coefficiens ind&ermines. Substituant , a oaose des 

****** (5.)^« ■» Heu de ^E§T et 'Z-A^B * U 1 

« + + M =0, 

qui est oelle d'une droite du plan n. Dono t\ une eonique passant par les trois 
points prineipaux du plan P, U repond recaproquement une droite du plan U. 

De la merae maniere on se convaincra qu'u une oonique passant 
par les trois points prineipaux du plan II il repond une droite du plan P a ). 

Or, oomme A un point common a deux droites d'un plan, il repond 
un point de l autre qui se troure situe" sur deux eonique» passant par les 
points prineipaux de ee plan, 0 s'ensuit qu'au point de ooncours de deux 
droites d'un plan, il repond le quatrieme point d'interseetioo de deux 
eoniques passant toutes deux par les memes pomts prineipaux de l autre 
plan; et reeiproquement , qu'au quatrieme point d'interseetion de deux 
eoniques passant toutes deux par les memes points prineipaux d'un plan, il 
repond le point de conoours de deux droites dans lautre plan. 

• A un« eonique qui ne passe pas par le« trois poiots priueipauz de Pub de« deux 
plan», il repond en central, dans i'autre plan, une courbe du quatrieme degre \ U- 
quelle appirtiennent les poiots prinripaox de ca plan cnmine des points siogaüers, 
et a uue courbe du n""* degre qui ne passe pas par les trois poiots prioeipaux da 
l'un des deux plaas, H repond en general dans l'autre plan une courb« du (2n degre. 
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Vom», en resumant, les relatlons prindpales qui existent entre les 
points des deux plana P et U. 

Autant il y aura dans Tun des deux plana de points situes en ligne 
droit e, autant on rencontrera dans l'autre de points situes ei-r une meme 
oonique passant par les trois points principaux; et reeiproquement, autant 
iL 7 aura dans Tun des deux plana de points situes sur une meme coniqne 
passant par les trois points principaux, autant on renoontrera dans lautre 
de points situes en Kgne droite. 

Autant il y aura dans Tun das deux plans de droite* ooncourant en 
ttn meme point , autant ou renoontrera dans lautre de ooniques passant 
par les trois points principaux et par un meme quatrieme point; et reca- 
proquement, autant il y aura dans 1 im des deux plans de ooniques pas- 
sant par les trois points principaux et par an meme quatrieme point, autant 

II est bon dobeerver qua plusieurs droite« d un plan paralleles ü 
une meme direction, il repond dans l'autre plan des coniques passant par 
les trois points principaux et par un meme quatrieme point. En eilet, 
si l'on suppose que dans Tequation (6.) la valeur de g soit constante et 
celle de h variable, cette cquation appartiendra u une infinite de droit es 
paralleles a une meme direction; mais dans la meme supposition l'equa- 
tion (7.) appartient ü une infinite de coniques passant par les trois points 
principaux p t9 p t , />, et par un meme quatrieme point, car cette equa- 
tion sera satisfaite par les valeurs de * et de y qui satisfont u la fois aux 

equations ^ {A'B"—A"B r )—g{A"B — AB") = 0, 

15. AB' — A'B =r 0, 
et comme ces quatre valeurs sont independantes de la valeur de //, toutes 
les coniques exprime*es par 1 equation (7.) auront les memes quatre points 
d'intersection, dont trois sont, comme l'on sait dep\, les trois points prin- 
cipaux. Le quatrieme de ces points d'intersection re'pond au point de 
concours des droites paralleles, c. a. d. a un point inflnhnent distant. Si 
l'on varie la direction des droites paralleles en variant la valeur de 
Tequation (14.) varie aussi, mais 1 equation (15.) reste la memo. II suit 
de la qu'aux points infiniment distants dans un des deux plans, ü re'pond 
des points de l'autre, qui sont situes sur une seule et meme oonique pas- 
sant par les trois points principaux. 
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11 est presque euperflu de faire eberrer qu'entre les 
respondantes ä des ligoes droites, il se trouve aussi des systemes de deux 
droites et des points: et pour ne pas ßtre trop long, nous negtigerons de 
prouver qu'ä chaque droite passant par un des trois points prindpaux d un 
plan, il repond un Systeme de deine droites qui oontiennent les trois points 
principe« de l'autre plan. Mais c'est dans le but den faire usage plus 
bas, que nous faisons remarquer qu'ä un Systeme compose dune oonique 
passant par les trois points prineipaux et dun nombre quelconque de se- 
cantes dans ub plan, ü repond dans l autre plan un Systeme compose d une 
droite et d un nombre egal de ooniques passant par les trois points prin- 
dpaux; et qu'en consequenoe si dans Ie premier plan les secantes derien- 
nent des tangeutes, les ooniques dans le second plan toucheront la droite. 

En laissant de cöte ee qui oonoerne la d^tenmnation des constan- 
tes «, 6, c, etc. pour le cas general, et en nous reservant de reprendre 
c«t objet dans une autre ocoasion, nous aUons cowiderer quelques cas 
particuüers, et en premier lieu ceux qui conduisent a des r&ultats connus. 

% 

En supposant que les constantes qui entrent dans les fonetions A' et 
B soient egales ä zero, et qu'en meine temps Celles qui entrent dans les 
fonetions A et B' soient respeotivement egales entr'elles, de sorte qu'on ait 
« = 0; (1 = 0; y=0; c'=:0; 6'=0; c' = 0; « = 4=0'; c = y'; 
les equations (1. 2.) se re'duisent aux suirantes 

lft. (« r + Ä*-fc)« + c"j + + «= 0, 
17. (c/ + fi* + 0'+*''y + 3";r + y" = 0, 

qui eont les memes que Mr. Hoebius a donnies comme equations fon- 
damentales de 1« colline*ation *). 
A une droite du plan II 

U sac gt + h 
il repond alors la ligne du plan P 

a" y + b"x + c— e «r + ß"* + y") + 0 

qui, comme Ton voit, est de memo une droite. 

Quelles que soient les constantes a, 6, c, etc. dans les equations 
(16. 17.), ces equations peuvent, par une simple transformatfon des 
coordonne'es, en supposant que les angles des nouveaux axes dans les 

•) Voyez T. IV. p. 103. de c« Journal. 
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plana soient egaux entreux, etre re*duitea u la forme 

18. (oy + bx + c)u=j> t 

19. (ajr + oar + c)* = x. 

Maintenant, si 1 on pose le plan P sur le plan II de maniere que les axes 
des coordonneea coinoident , toute drohe qui joint deux pointa Corres- 
pondanta ira pasaer par l'origine commune des coordonneea, qn'on peut 
appeler oentre de oolüneation; oar u cause dea equationa (18., 19.) « >□ a 
Y = ~. Reaproquement toute drohe joignant un point a l'origine paa- 
aera auaat par aon point oorreapondant. 

Pour trouver lea pointa qui, dana lea deux plana amal superpoaes 
tombent sur leura oorrespondant« , on n*a qu a faire u —y et tt= , dana 
lea equationa (18., 19.), ce qui donne 

(ar + ix + c _ i) y — o, et (ay+bx + c — 1)* = 0. 
De cea equationa on tireou y=0 et jr=0 ou ay-\-bx-{-c — 1=0; d ou l'on 
voit, qu'u 1 exception du oentre de collineation, toua les pointa qui tombent 
sur leura correapondanta aont aituea aur une drohe, exprimee par Fequatioa 

ay -f- bx -f- c — 1 — 0, 
qu'on peut appeler axe de collineation. 11 est fache de voir que le point 
de concoura de deux droitea correspondantea se trouvera aur cet axe. 

Par le moyen dea Equationa (18., 19.) et de ce que noua yeoona 
de dire, on peut demontrer d une maniere fache nombre. de tneoremea 
de la geom&rie de Situation; maia notre intention neat paa den donner 
ioi doa exemplea. 

3. 

Lea equationa (1., 2.) embrassent auaai le cos oü les coeiOdena 
o, 6, c, «', etc. aont reepeotivement egaux aux coeffidens «, 0, y, etc. 
de sorte que lea fonctiona A t Jf et A" aont identiquement lea memea que 
lea fonctiona B, B' et B". Akrra 1 une dea deux equationa (I., 2.) ren- 
tre dana l autre, et en donnant u x et <j y dea valeura conatantoa x' et y\ 
les Taleura de t et u reatent md^termineea. Donc a un point x'y' du 
plan P 3 ne repond plus comme auparavaut un point f u' du plan II, 
maia une drohe de ce dernier plan, exprimee par 1 equation 

20. (oy'+bx'+c)u + ( i a' y '+b'x'+c')t + o"y'+b"x'+c"=s °- 

Quelles que aoient les constantea c, b, e, o', etc. dana oette equa- 
tion, ehe peut, par une aimple trauaformation dea coordonneea, en aup- 
posant que lea anglea dea noureaux axea dmi lea deux plans aoient egaux 

Crdle'f Joar^J 4. M. B<! VTIL HA. 1. 8 
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eutr'eux, etre retluite n la forme 

21. (ay + bx~\-d)u + (by + cx+e)t + dy + ex+f = 0. 
Maintenant si l'on pose le plan P sur les plan II de maniere que les axea 
des coördonnees ooincident , ü repondra u un point aß la memo droite, 
soit que Ton considere oe point comme un point du plan P, ou comme 
un point du plan II; car ldquation (21.) est symetrique par rapport & x, 
t et y, u y oe qui est visible en l'ecrivant ainsi 

22. ayu + b(xu + yt) + ext + d(y+u) + = 0. 

Pour trouver les points qui, dans les deux plan» ainsi superposes, 
tombent sur leurs droites correspondantes, on n'a qu'a faire u = y et 
I = x dans l'equation (22.) , ce qui donne 

23. ay*+ 2bxy + cx«+ 2dy + 2ex +/ 0; 
d'ou Ton yoit que ces points sont situe« sur une conique. 

II serait inutile de developper ici les proprietes de la droite (21.), 
cette droite n'etant autre ehose que la droite polaire du point xy par rap- 
port a la conique (23.). 

Nous supposons u present que les equations (1, 2.), par une d&er- 
particuliere des oonstantes, prennent la forme 

24. oyu + 6x/+ 1=0, 

25. xu — yt — 0. 



Alors on a 



u = t4-t-» et t = 



ayi+bx* ay* + bx** 

et il repond u une droite du plan II, dont l'equation soit 

6. u = gt + h 
une conique du plan P, dont l'equation sera 

26. cy'+Äx^ + i-y— £-x = 0. 

Mais les deux premiers termes de cette equation restant les mens es quelle« 
que soient les valeurs de g et A, c. A d. quelle que soit la droite (6.), on 
voit que, dans la suppositioti actuelle, les coniques du plan P, qui repon- 
dent aux droites du plan II, serout toutes bomoth etiques (c u d. 
setublables et semblablcment placees). II est elair que toutes oes coniques 
iront passer par l'origine des xy, qui est un point priocipal p l$ du plan P 
dont les deux autres points prineipaux p, t /», tombent u l'infini. 

Au point de concours de deux droites du plan II il repond ici Ie 
second point d'intersection de deux coniques oorrespondantes du plan P. 
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A des droit (* du plan IT paralleles a tiue meme direction H repond 
deux coniques du plan P qui se touohent au point principal p t , En effet 
1 equation de la tangente .« la conique (26.) dans un point x'y' est 

(•y+sn)j'+(*«'-ä-+nr'-Ä^- * 

qui, en faisant y'= 0 et x / = 0, se rlduit u 

y = 

equation de la tangente a la eonique dans l'origine des xy t laquelle est 
iudependante de A, et ne variera pas en supposant la valeur de g constante. 

Aussi est-il Ttsible que l'angle sous lequel se coupent deux droites 
du plan n est egal ä l'angle sous lequel se coupent au point />, les deux 
coniques homothetiques correspondantes du plan P. 

Dans le cas actuel nous n'avons presque pas besoin de nous arreter 
a faire roir qu'a une droite du plan IT qui passe par le point prineipal x t , 
origine des t u, ü repond une droite du plan P qui oontient le point prin- 
cipal p ti en effet, en egalant h u zero, 1 equation (26.) se reduira a 

y—s* = o. 

Si, par une deWmination des oonstantes plus particuliere enoore, 
on rend daus les equations (24., 25.) * = 0, alors u une droite (6.) U 
repond une courbe * 

°y M + T y—Y x = 0 » 

qu'on voit dtre une parabole; ou si Ton fait dans les equations (24., 25.) 
b-a, les courbes qui repondentaux droites (6.) seront tonte» des ceroles. 

5. 

A present nous allons faire voir par quelques exemples oomment 
oa peut, au moyen de ce qui precede, decouvrir des tbeoremes nouveaux. 

1°. Nous supposerons en premier lieu que ee soient des coni- 
ques bomothetiques qui repondent i\ des droites. 

Soient dans un triangle reotiligne abc du plan P abaissees des 
soinmets o, A, c, sur les eötes opposes trois perpendiculaires ou', bb' t cc\ 
qui oonooureut, comme Ton seit, en un seul et meme point p. 

Aux oötes ab t bc, ac du triangle, il repond dans le plau II trois 
coniques homothe'tiques passant par le point principal jt, et se coupant en ou- 
tre, deux u deux, dans les trois points «, ß, y, qui corres|>ondent aux trois 
points c, b, c. Aux trois droites ««', bb' 9 cc' correspondent trois coniques 
homotb<<ü>es passant respecnVement par les points *, ß, y, et coupant respec- 

8« 
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tivement les trois premieres ooniques dans le point x, sous des angle» droits. 
Or, les trois ao' t bb\ cc' coucourent <m an memo point p t ü bat donc quo les 

„si trois oonkjues homothetiques «"»aß, jr.ay, JT.ßy, ee ooupent ton- 
te« trois en an meme point r,, et, detix ii deux, dans les point» a, 
ß, y, et si par les points t, et et, ff, et ß, ff, et y on fait passer les 
trois ooniques T.aa', x,ßß' t x^y/, homoth^tiques aux premieres et 
de sorte qu'ellea coupent respectivement les ooniques s\(3y, »\«y> 
x l aß au point ff, sous des angles droits, ees ooniques x.aa', r t ßß', 
jr.yy', iront passer de nouveau par un seul et meme point r." 

2°. Nous supposons maintenant que ce soient des oercles qui oor- 
respondent ik des droites. 

Dans le plan P soient tirees d'un point queloonque p deux droites 
d t d\ coupant un cercle c, qui passe par le point principe! p x . En joi- 
gnant, deux & deux, les points d'intersection o, 6, a\ b' t par deux nou- 
velles droites «, <?', ees droites iront concourir en un point p' situe sur 
la droite polaire s du point />, quelle« que soient les directions des droites 
d et d'. Si le point p decrit une droite r, les droites polaires s pive- 
teront sur un meme point /. 

Dans le plan II 0 repond au point p du plan P, un point x\ au 
cercle e, une droite y; aux droites d, d\ deux cercle« S, <$% passant par 
les points ff, d t, et coupant la droite y en quatre points a, ß, a', ß\ 
correspondants aux points a , b , a', b' ; et aux droites c, c', il repond 
deux nouveaux oercles f, t' t passant par le point principal x x et joignant, 
deux u deux, les points a, ß, a\ ß'. Ces deux oercles auront uu second 
point d'intersection x 1 correspondant au point p\ et, quels que soient les 
rayona des oercles * et fr, ce point x' sera toujours situe* sur un seul et 
meme cercle <r, qui, en correspondant ä la droite s, passe par le point 
sr». Si le point X decrit un cercle f, qui correspond u la droite r, et 
passe par le point ff, , les divers oercles er, qui en naissent, auront un seul 
et meme second point d'intersection r, correspondant au point t. Dono 
„si par deux points fixes jr, sr,, on fait passer, avec des rayons quel- 
conques, deux oercles <$\ <$', coupant une droite donnee y en quatre 
points o, ß, a', ß'; et si Ton decrit de nouveau deux oercles t, *>, 
qui, en passant par un des deux points fixes ff,, joiguent les points 
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point d intenwction T* toujours »tue" sur im |seul et meine oerde <r, 
qui conti ent le point JT» quels quo soient les rayoas des cercles iJ 1 , ^ • 
Si le point r deorit un oercle qui passe par le point T,, les drrers 

terseotion r." 

En invoqtiant la theorie des polaires redproques, on obtient le theo- 
suivant. 

„Si l'on deorit denx coniques oonfocales 5, o", dont chactme touohe deux 
droit es fixes jt, T,, et si, d'nn point donne y, on roene a chacune de 
ces coniques deux tangentes o, ß et a', ß'l de plus, si dans les 
triangles forme« respectivement par les droites T,, a, a' et pa 
droites 0, ß', on inscrit deux nouvelles coniques t, * de 
foyer quo les premieres; ces coniques e, tf auront une seoonde tan- 
gente commune ar / , qui touchera une seule et meme conique <r ayant 
le meme foyer et la meme tangente sr ( . Si la droite x change do 
Situation, man de maniere u rester tangente u une meme conique eon- 
focale f qui toucfae la droite x, ; les diverse« coniques <r qui en 
sent, toucheront une seule et meme seoonde droite r." 



pour seoond exemple le theorerae suirant generalement connu. 
Si par le sommet * d'un angle droonscrit a la fots a deux cercles 
ayant une corde commune reelle pp tt on mene deux droites queloonques 
coupant ces cercles en huit points, et si l'on joint les points d'intersection 
dans chaque oerde par de noureUes droites; les directions de quatre de 
ces droites formeront un paralläogramme, dont deux sommets seront situ es 
sur la direction de la corde pp x et dont les deux autres sommets seront 
en ligne droite arec le point s. 

En prenant Tun des deux points communs A ces denx cercles, p, 
par exemple, pour point prindpal d'un plan, ou aura dans l'autre plan 
au lieu de ces deux oerde« , deux droites se coupant en un point jt, qui 
repond au point p; au lieu des deux tangentes partant du point * , deux 
cercles qui, en touohant les deux droites, passent par les points sr, et <r. 
Au lieu de la corde commune /»/», (qui est une droite passant par un point 
prindpal) on aura une droite tst,; enfin au Ueu des quatre ootes du paralle- 

couples de cerdes qui se toucbent au poit . Dono 
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sommet wiit t, rt soient decrtts avoc des rayons arbitraires deux au- 
tres oeroles d, d', qui passent par les points d'intersectioa T, et <r des 
deux premiers et qui ooupent les cötes de langle donne. Or, si Ton 
decrit de nouveau des cerdes, qui en passant par le point sr,, joi- 
gnent de nouveau et deux a deux les points d'intersection situes sur 
une meme droite , il s'y trouvera deux oouples de cercles qui se tou- 
chent au point T,; des deuxiemes points d'intersection de ees quatre 
cereles deux points seront situes sur la direction de la droite jtt„ et 
deux autres sur la drconference d un cerde passant par les points t, 
et <r, quels que soient les rayous des cerdes d t d'." 

TL sera facile de former, par le nioyen de la thäorie des polaires 

reeiproques, le theoreme correspondant sur des coniques eonfocales. 

3°. En supposant presentement que oe soient des ooniques qud- 

conques passant par les meines trois points x lt x %9 jt,, qui repondent 11 

des droites, nous allons donuer un exemple de la maniere de sextupler 

un theoreme. 

Theoreme L Dans tout hexagone inscrit ä une oonique les points 
de concours des cdtes respectivement opposes sont tous trois situes sur 
une meme droite. (Pascal.) 

De la on tire par la thäorie des polaires redproques le theoreme sulvant 

Theoreme II. Dans tout hexagone cir consent u une oonique les 
diagonales qui joignent, deux a deux, les sommets respectivement oppo- 
ses se croisent toutes trois en un meme point. (Brianchon.) 
Du premier theoreme nous tirons le suivant 

Theoreme IO. „Sur une droite qudconque soient pris arbitrai- 
rement six points o lf o„ a it o t , e„ o 8 . Si l'on decrit six coniques 
ff, r, Oi a ( , t x y.T, a t a Sf ic x T t t, ff, ff« , t.t.TjC««», T.77 s a.,n r et 
Tj^TjOeO,, qui passent par trois points fixes t,, r«, Tj, et qui joignent 
respectivement deux points consecutüs sur la droite; le quatrieme point 
d'mtersection de la 1" conique et de la 4 ***, de la 2"* et de la 5""; de 
la 3'*** et de la 6'*" seront situes tous trois sur une meme oonique pas- 
sant par les trois points fixes T t , ff,." 

Le seoond theoreme donue le suivant 

Theoreme IV. „Soient decrits six coniques qui passent par trois 
points fixes t,, ff», T s et qui touebent une meme droite; et soient de- 
sign«* les quatrieuies points d intersection des coniques consecutives par 
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°u <*•> ß j» a 4» a i> a f Si l'on decrit trois coniques T,T,T,ff 1 a 4 , «"j.TiO.dj, 
r,T,T,c 3 a« qui passen t par los pointa fixes «■„ T, et qui joignent 
respectirement les pointa a x et o 4 » «• «t o s > «i et a», oes trois coniques 
auront un mrme quatrieme point d'intersection." 

Du troisieme theoreme on obtient, par la throne des polaires reci- 
proques, Ie suivant 

The*or eme V« „Soient tireea arbitrairement 8 ix droit es a t a t a z . . ,a n 
partant d'un meme point. Si dang les aix pentagones, formt's par trois 
droitea fixes w,, sr, , t,, et respectivement par deux droit es consecuüVes 
de oes six droites o gt c, , . . . a„ , < >n inscrit six coniques, les quatriemes 
tnngentes communes u la premiere oonique et u la quatrieme, u la se- 
conde et u la cinquieme, n la troisieme et u la s>xieme, formeront a\fc 
lea trois droites t,, it tt un hexagone, dans lequel on peut inscrire 
une coniqnc." 

Enfin du quatrieme theoreme on obtient par la tbeorie des polaires 
roeiproques le suivant 

Theoreme VI. „Soient decrits six coniques touchant trois droites 
fixes Wi t *x> JTi, et passant par un meme point; et soient designees les qua- 
triemes tangentes communes u deux coniques consecutivea par a, , a t , ... a ü . 
Sidana lea trois pentagones formea respectivement par les droites r L , T, , 
a x» *•> *\> *o *ai a i* x» 9 v%, a it c c , on inscrit trois coni- 
ques, ces coniques, auront une meme quatrieme tangente commune." 

U est bon d'obaerver que les construetions contenues dans les enonces 
de oes six theoreme» peuvent etre variees de soixante manierea differentes. 

On verra facilement que nous aurions pu donner nombre d'exem- 
plea de la maniere de multipher, par la methode en questiori, des theo- 
remes de la geom&rie de Situation; mais nous croyona que lea exemplea 
donnes sufGront pour faire connaitre son applicatkm. 

Au reate ne manquona pas de remarquer que les geometres qui 
craignent le caloul peuvent tirer le principe sur lequel repose oette me- 
tbode, d'une propriete - connue de plusieurs coniques qui ont mernea aecantes 
commune«, c. u. d. qui ont quatre pointa reels ou imaginairea communa. 

etre modifiee cette methode pour pouvoir etre appliquee aux theoremes 
de la geometrie de trois dimensiona. 



Digitized by Google 



64 6- Gudtrmanm, PrtuuM- FumcOoiu* Taf. I. 

4. 



6. 

Potenzial- oder cykllsch- hyperbolische Functionen. 

(Von Hrn. Prof. G udermann zu Clere.) 
( Forttttvinc <t*r AbbwdJua« No. I.. 14. «nd 28. ün VL, npd No. 9. und 2t. üa YXL Band*. ) 

3 . 



L 

Tabelle der Längezahlen (mit sieben Decimalziffern) aller 
Kreisbogen für den Radius =1 von Minute zu Minute nach 
beiden Kreis - Einteilungen, behnfs der Zurackfuhrung der 
hyperbolischen Functionen auf die cyklischen und 

umgekehrt. 
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7. Ponctltt, malyte des trtmsvertaUa. 
7- 

Analyse des transversales appliquee a Ja recherclie 
des proprietes projeclives des lignes et surfaces 

geomelriques. 

( Saite dn memoire No. 3. dans 1c cahirr pr&edeai, ) 
(P«r II. J. V. iWfcf, dbef de Bataillon du CSnie.) 



Analyse des transversales. 

Premier? pariie , 

sjxkaalement oonsacrt'e u l'exposition generale de la me'thode cc 
dans »od applicaüon aux lignes geometriques individuelles. 

§. 1. 

Prelimiaaires relatifs aax Lpnes des eecoBd et iroisj«me «nlrwi. 

x our donner, tout de suite, une idee de nos me'thodes, et en rendre I'ex- 
position generale plus elaire et plus fecile, nous conuneneerons per les ap- 
plizier au cas simple des lignes du seoond ordre, ou du Systeme de deux 
droites indlfinies situoes, u volonte^ sur un memo plan: quelques exexnples 
suffiront pour montrer comment les principe» de la theorie des transversales 
conduisent direotement aux proprie'tes les plus universelles de oes lignes. 

Des quadribtere« Luieriti mix lignci du aecoud ordre. 

143. Soit ABCD un quadrilatere queloonque *), avee ses deux 
diagonales AC et BD se renoontrant au point G, et dont B, F sont les 
points de oonoours des couples de oötes opposes AB et CD, AD et BC. 
Soit ae une droite ou transversale arbitrato, rencontrant les direcUons 
indeTuiies des diagonales AC, BD aux point» e,f, et eelles des oötes AB, 
BC, CD, DA aux points a, b, e, d respectivement. On aura, en vertu 
du (heoreme fondamental de Covnot et en tant que le triangle Eoe, se 
trouve cottpe par le Systeme des deux oötes opposes ADF, BCF, du qua- 



•) Le lecteur «et prie de Touloir Wen suppleer, dam tout )• conrs de cm n- 
< bereites, ies figures dont ii j est simpleineot fait ineation.* um cette attention, il 
lui serait HilTicile , pour beaucoep de cas, de suivra la marebe de« celcals et des rai- 

CreftVs ieunul d. M. Bd. Vm. Hft. 2. 16 
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drilatere, eonsidere comme uno ligue du second ordre 

EA.E B ad. ab cD.c C m j 
ED.EC* ed.cb' aA.aB 

Le m^rne triangle, coupc" par te Systeme des deux diagonal«* ACv y 

BDf donnera pareillement 

CH.EC aA.aB ct.cf . 

EA.EB' cD.«C' ae.af ~~ 9 
comparant entre elles ces &piations, on en deduira cette troisieme 

ab. ad _ ob. cd 

ae.af re.cj* 
ai est clair quen traitant de mt-me !es triangles Ebd, efG, qui 
sunt foriues par la transversale arbitraire ef et par le oouple des deux 
autres eilte» opposea ou des diagonales du quadrilatere ABCD, on auroit 
egalenient 

ba . be^ da . de ta . ec fa .fc 

Te~0f ~~ de.df* eb.ed ~~fb.fd* 

relations qui, etant combtnees entre elles et avec la prece"dente par voie 
de multiplieation ou de division, donnent lieu u oes quatre autres 
ec.ab.df = eb.af.de, ea . cd . bf = cd.cf.ab 
ad.bc.cf s=s ae . bc . df t ad.bf.ee aas de . af. bc. 
Ce sont lä, en eflfet, les sept relations d6montrees, par M. Brianckon, darn 
«on Memoire, sur les ligncs du second ordre, imprime a Paris, en 1817, 
relations qui, d'epres Desargues, expriment que les aix points d'intcrseo* 
tion a, b, c, d t e, f de la transversale arbitraire, sont en involution. 

On sait d'ailleurs que l'une quelconque d'entre elles comporte ue- 
cessairement les six autres, qui ainsi n expriment indiriduellement que la 
mC- ax e propriote* de Situation des points auxquels elles s'appüquent : sa- 
voir que, „si Ion decrit, a volonte, sur im plan, un quadrilatere simple 
„queloonque, dont les ©dies et les diagonales, A la reserve dun seul ou 
„dune aetile, soient awujettis A .passer reapectivement par oinq quelcon- 
„ques de ces points pris dans un ordre convenable, le dernier cdte* ou la 
„derniere diagonale ira naturellement passer par le dernier point." 

144. Snpposons maintenant que le quadrilatere ABCD soit inscrit A 
une «gne du second ordre quelconque, comme il l est en effet au Systeme 
ind&ni des deux diagonales AC et BD; soient e' et /' les nouvelles in- 
terseettons de la transversale arbitraire avec la courbe, intersections qui 
peuvent d'aüleurs etre reelles ou imaginaires, distinetes ou confondues ea 
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uae aeule etc. , on aura d abord , entre les slx points a, b % c, d, e, /, le* 
sept relatien» ei-dessus» De plus, si I on considure, a son lour, la courbe 
oomme transversale des triangles foriues, par l'arbitraire seit aveo elia« 
cun des coupies de cöte« opposes du qaadrilatere ABGD, seit arec le 
Systeme des diagonales de ee quadrilatere, on en deduira trois noirrelles 
eqtiaboos qui r ctaut eomLinees outre elles et avec les precedeotes par 
▼oie de division ou de multipheatwn» conduiront K sept autres relations in- 
dependantes des points * et f des diagonales , et qui exprimeront que las 
intersections f' t relativer n la courbe , jonent, par rapport aux inter- 
Sectio*» a 9 k f c, d, des cdtes du quadrilatere , absoluinent le meine rAle 
que les intersections propres e , f des diagonales ; proposition qui a son 
analogue pour lea conrbm geometriquea dun ordre queloonque, ooramo 
on la Terra plus tard, et qui peut s'e'nonoar ainsi d uue maniere fort simple : 

Un quadrilatere quelconque etant inscrit ä une hg-ne du *econd 
ordre, toute transversale coupe les töte's de ce quadrilatere et le rourbe 
en six points qui sont en involution. 

Ce principe est, oomme on sait«), d'uoe fecondite remar<fuable : 
outre qiril conduit immediaternent , et par forme de simples corollaire*, 
aux propridtes des ofttes et polaires des lignes du second' ordre, ,\ celles 
de la dmsion harmonique der lignes droites, au trace* dos tangentes etc., 
il pennet enoore do conatruire directement les courbes du second degre 
par points, soit u I aide du calcul, soK par de simples intersections de 
lignes droites. Mais ces dernieres qualites, il ne les possedo pas dune 
maniere exclusive, et l'on arm« aux meines resultats, plus rapidement 
encore, en partant directement de norm principe fondamental, qui a l'a- 
vantage de s'appliquor imm^diatement aux lignes et surfaces geome'lriqiies 
de tous lea ordre«, et qui, en rrtu*iculier, deficit ou carruct.'rise oaHes du 
second ordre, de la maniere 1» plus generale et la plus preewe oomme 
on va le voir. 

Trat* par point» de« ligow du t*cotid ordre; proptwtu da) htx.gon« iaatrftlj reniarque 
lnndam<'D(a)e »>r U pnnci(>c .»-• . traim°.r$al*« 

145* Soient p $ p' q, g' et r cinq points eboisis arbitrairement sur 
le perimetre d'une ügne du second ordre; tra^ons les droites pp' y qq' se 

•) Voyer 1« Memoire dcj'a che) de M. Briancho* , amsi que ta TraiU Jen pro- . 
prieH/t projective* </« figuru, seefc U. cha». 1. 

16» 
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b t et proposons nous de trouver l'intersection r' de la 

avec uoe droite queloonqoe rr' qui, passant par r, renoontreralt en 

o et c respectivement les deux premieres. Le triangle obc, constdeW 

oomme transversale de la courbe, nous donnera, pour determiner r, 

ap.*p< bj.bg* ot.ct' f 
bp.bp' 'cq.ef 'ar.ar* lf 

rolation dans fequelle tont est oonnu sauf le rapport de er' a or', on 

pourra dooc ealciiler ou oonstruire geometriquement oe rapport, et, par 

suite, obtenir le point r' sur Ia direction de rr'/ car quo! qu'fl j ak deux 

points <pii resolvent la question par rapport tax aommets « et r du triangle 

abc, 3 ne saurait neatunoios y avoir ici aueune inoertitude sur la veritable 

position de ceJui, r', dont il s'agit (voyez le \o. 149. d apres). Fesant 

donc Tarier la position de la droite rr*, ou ae f autour du point r, on ob 

tiendra successiyement tous les points de la ligne du seoond ordre qui 

passe par les dnq points dormes Pt p* t f t 9 ', et r. 

On simplifiera un peu l'equation ci- dcs.su s et per eonseqnent le 

ealcul ou le nombre des Operations necesaaires pour trouver le point r 

eo tracant, nne fois pour tonte«, la transversale qr qiti renoontre en K 

le ©ote* du triangle abc dont les points q et r ne dependent pas; car 

eette transversale donnera Leu A la nonvelle equation 

ar cq bK 4 
er bq a K * 

de laquelle on tire, apres l'avoir multipuee par la preeeuente, 

ap .ap' bq 4 er* bK _ ^ 
bp.bp'' cq* *dr"aÄ ~" Im 

Au Leu de determiner direetement r' sur la droite rb t on pour- 

rait encore se borner a construire le point L ou la direction de bc est 

rencontree par ©eile de p'r'. Or, en oon&iderant p'r' L oomme une nou- 

velle transversale du triangle abc t on aura 

per la preeexfente, 



mp bq* bK et» 



i^i — i 
ET — *> 



bp cq" * aK ' bL 

nouveüe equation ou tont est oonnu, sauf le rapport de cL <\ bL, qu'elle 
servira ä determiner ainsi que le point L dont depend finalement r'. 
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146. Veut-on supposer maintenant que les pobits r et o y par 
exemple, au lieu d'etre distinets, soient confondus on un seul, ou que Kn t 
soit une tangente de la courbe en oe point? on le pourra, ear il n'y aun 
rien ä ohanger dans l'egalite' obtenue en deroier lieu. 

Cette relatioa, jointe aux preoe'dentes, sera donc trea propre u ie- 
terminer la tangente au point dont U s'agit, a Iaido des quatre autre- 
point» quelconqueti p, p. q' et r* de la courbe. 

Parefllement encore, les points r, 7, p' «kant donncs, on pour- 
rait supposer que /»' et r' vinssent, A leur tour, so oonfondre en un seul, 
«ans que les relations dont 0 s'agit eprouvassent aueun changement, de 
■orte qu'elles ne oesaeraient pas de donner la direction de Lr'p' devonuo 
une tangente de la oourbe. 

Enfin, pour rendre ces memes relations independantes de la posi- 
tion respective des points p et on tracera la droite p</', renoon traut 
en / le cdte* oppose cc du triangle aba et, la oon&iderant commc une 
nouvelle transversale de ce triangle, on aura 

ap'bf cl *' 

cquation qui, multipuee par la derniere des preVaMentes, oonduit u cette autre 

b K cL al . 
~ÖK 'bZ' ST" 1 » 

la quelle, ne renfermant aueun des segmens relatifs aux intersections de 
la courbe et du triangle abc, subsiste e videmment quelle que soit La posi- 
tiou respective de Tun et de 1 autre, pourvu seulement que leur» intersec- 
tions ne soient point imaginaires, et qu'auoun des oötea de oelui-oi ne 
pastse ä l'innni. 

147. Mais, quoi qu'il arrive, on pourra totnoui* debarrasser la 
relation dont il s'agit des segmens qui la rendent illusoire, en imaginant, 
par les intersections correspondantes, soft une nouvelle section oonique 
quelconque ou meme une simple circonferenoe de oercle, -J oes intersec- 
tions sont entierement impossiblea, soit de nouvelles droites quelconque« 
si oes intersections sont seulement eloignees a l'infini sur le plan de la 
figure; apres quoi on se servira des relations qui appartiennent ä oes dif- 
ferentes lignes pour eliminer, de la proposee, tous les segmens qui pro» 



122 7< Ponctlet, anaiyit des irantrsrsafes. 

Je reviendrai hientot sur Ig oombinafson «Ich Kgnes du second or- 
dre que suppose la peemiere hypothese; quant m la seconde, j'admettrai, 
pour offrir ud »»xemple, que ee seit le oöto hc qui »'eloigne a linfini siu* 
le plan du triaugle, et je me proposerai d'clhiriuer, de la denriere den» 
relatious ri-dessus, les segmen» b L et * L qui appartiennent d ee cdt6 
et donc le rapport de wen t seul iadeiermme', puiaque celui des segmens 
iofioia b£ et c J, qui ne diff^rent entre eux que dune quantite donnee, 
doit etre cense* egal A l unite*. 

Tracant donc une droit e quelconque, teile que KT, qui contienne 
le point L otMci u 1 infini sur p 1 r 1 , ovl, oe qui revient an meme, qui seit 
parallele A la droite p' r', on aura, en nommant K' et /' sea ii 
avec les cdtes o4 et «c du triangle, la nour eile eVniation 

b K* cL al . 

TT" TT* TT ä l * 
qui, etant divisee par la proposee, membre o membre 

bKf €i aK et A aK al 

TK'VP'TK 'al — 1 * ou TK 7 Ä 5T* 
attendu que les rapports de iA" a de c/ a »J* sont egaini A lu- 
nite". Or eette derniere relation, qui est independante du point h 1 infini, 
eVidemment antre eh ose que le paraüeliame de la droite K T 
qui joindrak les points X et I obtemis comme il a e*4 dit 



148. Od pent armer tout d un coup a I eijuation 

bK.eL.al i 

oh.bL.cl ** 
relative au cas generol. Car, en taut que la oourbe est eonsideree 
transversale du triangle a b > , on a 

ap ap' x bq . bq 1 xer . er* + # 
bp.bp'x cq.cp'xar.ar' = ' 

et , en tant qne le meme triangle est ©ense" ooupe par le Systeme des 
trois droitea ?rK, p'r'L, g'nl, on a aussi 

bji.bp'xbKxcq.cq'xcTjXar.a r 1 x a i __ ^ 
ap . ap' x b K x bq . bq' x b J. x er . er' x c i ' ' 
equation qui, multipliee par la preddente, redonne celle dont il s'agit. 

On remarquera d'aiUeurs que les six points /», p' t f, r, f> peurent 
etre oenses pns , d une maniere entierement arwtraire , sur le pornnerre 
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gone quelcouque pf'yrr'p'ß insccit « eette courbe. Or je dis que la re- 
lalivn qui vient de nous occujier el qui eonoerne le* points dp conooura 
/, K, L, des cötos respcctivenicut oppvses de cef hcxugoue, exprime que 
ces trois points sont toujours situ*s en ligna droitc. 

En efTet, il suffit evidenaneni de prouver qu'Un »ont en nomLre 
pair sur le perimetre memo du triangie abc, ou ea uonibre impair sur 
It s prolougcmens de »es cotes; ce qui est incontestable puisque les sbc 
tutersectiona de ce triangie uvee la courbe, et ses neuf iutersections aveo 
le Systeme des trois transversales f rK, p'r'L t f'pl t parmi lesquelles se 
trouvent les /, K, L, sont elles memes en nombre pair sur le contour de 
ce perimetre, au en uonibre impair sur ses prolongemens, de sorte qu en 
retranchaut, des neuf dernieres iutersections, les six premieres, les inter- 
sections, restantes doivent neccssairement se trouver aussi dans les meines 
circonstances. 

149. Pour bien saisir l'esprit de ce raisonnement, il est essen tiel 
de remarquer que les relations du geure de Celles qui nous occupent, 
peurent fort bien subsister entre les segmens de points situes sur les 
cotcs d'un triangie ou leurs prolongemens, sans que, pour cela, ces re- 
lations expriment uecessairemeut une propriete relative u uue certainu 
ligne geomttorique ou ä une combinaison de droites ou de lignes de cette 
espcce. Le theoreme gcneral de Carnot suppose en effet implicitement 
que les tntersections considerees se trouvent en nombre egal sur chaque 
cote"; que l'on ne negUge auvune de Celles qui peuvent ßtrc coofondues 
avec d'autres, imagiuaires ou situees u linfini; que les produits des seg- 
mens soient pris dans l'ordre quassigne leuonce du theoreme; quenfin 
et notamment les intersections reelles soient en nombre pair sur le peri- 
metre meme du triangie ou du polygone transversal, en regardant zero 
comme un nombre pair. 

Les premieres conditions sont evidentes par elles memes; quant 
a la derniere, eile est une consequence in^vitable du principe de tonti- 
nuite applique* aux intersections des courbes decrites en vertu des lois 
geonietriques quelconques. En eilet , quelle quo soit une teile courbe, 
on pourra toujours construire , d une infinite de manieres difl'erentes, un 
triangie ou un polygone qui, «'taut considere* commo transversal de cette 
courbe» ne coniienne aueun des points de cell e- ei sur le contour meine 
de son perimetre. Supposant donc que oe polygone change de position 
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et de grandeur, par degres insensible» et Continus, de maniere a venir 
i-oiuoider finalement aveo le polygone oonsiderä, fl parait evident qu'at- 
tendu la continuite' de la oourbe , une brauche queloonque de oette courbe 
ne pourra penetrer dans l'interieur du polygone variable que de deux 
manieYeadüTeVentes: l r . enpaaaant par Tun de ms summet», 2°. en deve- 
nant tangente a l'un de see cötes. Dans Tun et I'autre de oea cas, le nom- 
!>re des intersections de la oourbe, qui sont venues se planer sur le peri- 
metre meme du polygone, sera de 2, d'abord oonfondus en on setd sur 

^meine eint, ou sur deux ©ötcs differeus, mais bientöt distinets. La 
meme chose ayant lieu pour de nouveaux points d'intersection qui panse» 
raient du dehors au dedans du penmetre du polygone et räciproquemeBt, 
on vüit que le nombre effeotif des points reela qui se trouvent situes sur 
le oontour de ce perimetre est neoessairement palr aiosi que nous 1 a- 
vous avano£. 

La meme oonse'quenoe peut se deduire auasi de la oonsideration 
des chaogemens de position et de signe que doivent subir, dans la rela- 
tion proposee ou sur la fignre, lea düTerents segmens qui appartiennent 
aux intersections des oöt& du poljgone et de la courbe; oar, d'aprea la 
forme meme de oette rdation , il est clair qu'auoun des Seemens dont il 
s'agit ne peut devenir nul ou n«gatif sans qu'aussitot un segment, appar- 
teuant ä un point different, ne devienne nul ou negatif en meme terra, 
et sans que par oonsequent deux points distinets ne quittent simultanement 
le peVimetre du poljgone transversal , ou ne viennent s'y placer a la fots. 

Ces remarques nous seront prinripalement utilea pour la partie de 
oes recherches , qui oonoernent les applications de la theorie des trans- 
versales aux lignes geome'triques d un ordre queloonque. 

De» « j iteaa e» de ligne» et de Mrfaee* du «econd ordre. 
150. On vient de voir aveo quelle amguliere facilitc la theorie des 
transversales oonduk aux proprtätes les ptas geuerales et les plus feooades 
des lignes du second ordre, oar noa lecteurs anront reoonnu, dans oeüe 
qui a vir de'montree en dernier lieu, sur 1 hexagooe inscrit a oes oourbes, 
le tfaeoreme de Pascal qui est fondameotal, et «fu'on retrouve dans prea- 
que toutes les recherohes relatives aux propri&ee de Situation des figures. 
II nous reste maintenant a prouver que la meme metbode s'applique, av«u 
une egale lacflite, aux syttemes de oourbes du deuxieme degre. 
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C onsi Jerons , par exeinple, l'ensemble de deux lignes du seoond 
ordre quelconques situees dans un mcme plan, ainsi que Tun des trois 
couples forme's reapectivement par celles, de leurs cordea ou secantes 
communes, qui sont conjuguees*) ou se rencontrent an dehora du pcYi- 
metre des deux eourbes; je dis que, si ou vieut a couper ces eourbes 
et Tun quelconque des couplea dont il s'agit, par une droite ou transver- 
sale arbiträre, les rix intersections ainsi obtenues, seront en involution 
entre elles (144. et 145.). 

En eltet , eette transversale et les deux secantes oonjugueea deter- 
minent, par leurs rencontres mutuelles, un triangle qui, etant oo rundere 
■uocessivement com nie transversale des lignes proposees, donnera lieu h 
deux relations qui ne diflereront entre elles que par les produits des cou- 
ples de segmens appartenana luix intersections de la droite arbiträre, puis- 
que les intersections relatives aux deux secantes communes sont censees 
les meines pour les deux eourbes. Divisant donc ou multipliant ces re- 
lations de maniere a en e'liminer les segmens de ces dernieres intersec- 
tions, on en obtiendra une nouvelle qui, ne contenant plus que les pro- 
duits dont il s'agit, ae oonfondra avee l'une des six equations etablies au 
No. 143. ci- des« Iis, dont nous avons vu qu'une seule entraine avee eile 
les cinq autres et suffit pour ^tablir qyil j a involution entre les six 
points oorrespondans. 

Substituons maintenant, k l'une de nos deux courbea, une troi- 
sieme section conique qui ait les memes intersections qu elles ou les meines 
secantes oonjugueea communes, il est clair qu'elle donnera Beu k une nou- 
velle equation analogue ä la pre'cedente. Enfin si l'on cumine, it leur 
tour, de ces dernieres equations, les produits de segmens relatifs aux se- 
cantes communes, ou en obtiendra une troisieme, toujours de la memo 
forme et qui donnera lieu a ce tbeoreme fondamental: 

Les intersections ttune droite ou transversale arbitraire avee trois 
lignes du second ordre fuelconoues, ayant les mimes intersections ou 
les mimes sicuntes communes, forment entre elles un» involution de 
six points **). 



*) Tratte' des propriJte"* projective* des ßgures, Sccl. HL 

**) Ce tbeoreme qui, ainsi «|ue se» inverses (voyez plus loin No. 153), reoferme 
une rfes prunüires »pplicaliuos «]ue nous ayou* iaites du principe des transversales, 

QrtWt's J<wm*J d. M. Bd. VIII. Ilft. Z. 17 
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Cot nnonc«' s'c'tend e\idemment au Systeme de trois surfaces du 
second ordre quelconques , coupees par une transversale arbitraire et qui 
ont la memo courbe d intersection commune* 

151. Plus geWralement , soit le Systeme de deux sections ooni- 
ques quelconques situees sur un meme plan; soit abc un triangle forme 
par les intersection« de trois transversales arbüraires ab, bc, et cd dont 
la premie*re rencontre nos deux courbes aux points p et p', P et P' re- 
spectivement, la seconde aux points q et Q et Q\ la troisieme enfiu 
aux puints r et r' } R et R'i on anra, en vertu du principe de Carnot, 

ap . ap' x bq. bq' x er .er' | 

TpZbp' \ cq. cq' X ar .ar 1 ~" ' 
aP.aP>xbQ .bQ'xcR.cR' f 
bP.bP' xcQ.cO'xaR.aR' » 

et parconat'quent 

ap . ap' xbg . bq 1 xer . er' bP.bP'xcQ.eQ'xaR.aR' _ j 

bp.bp' xcq.cq'xar.ar' X aP . aP' x bQ . bQ' xeli . cR' 

Supposons en partieulier quo les six points p, 7, r, P, Q, R soient pris 
sur une troisieme b'gne du second ordre quelconque, il est clair qu'en vertu 
meme du principe che, tous les segmens relatife u oes points, disparai- 
tront de la relatiou ci - dessus, et que la nouvelle equation n'exprimera autre 
ebose si ce n'est que les six derniers points p, f, r, P, (J, R se trouveront, 
de leur cot«?, sur une troisieme sectiou cotüque conjuguee u la prejjedente. 

Supposons encore qu'un ou plusieurs des points, appartenans aux 
meines transversales ou ajix raemes oute's du triangle abc, soient com- 
muns aux deux lignes du second ordre proposees, ou se confondeut deux 
ä deux; ies segmens relatifs u ces points disparaitront de la relation dont 
fl s'agit, qui demeurera toujours propre k faire trouver l'une des intersec- 
tions restantes au moyen de toutes les autres. 



sera ciendu, daua 1a seconde partie de ce« recherches, aux lignes et snrfaces gtametri- 
qnes de tous les ordre«, et ooas conduira a an grand nombre de cooa£quences curieu- 
ses. Hr. Sturm qui, le premier, en a donnp une demonstration annljtique pour See 
lignes du second ordre, s'est attache ä en montrer la fecondite dans un evcelieut Mi' 
moire insere ä la page 173. du tome 17. des Annale* mathi'matiques et dont la suite, 
qui devait contenir les applicatioDS du th«oreme inverse, n'a poin» publik, au grand 
1 ■ . rei de ceuT qui culüvent la g«'ometrie. Parmi le» choses remarquables que con- 
tient la partie de ce Memoire qui a reca le jour, se trouve, entre autres, une demoo- 
strstion de la proprieie de l'hexa^one inscrit de Pascal, fondee absoloineut »ur les 
meines principe« que celle que nous an aton.s donnva ci- dentis Wo. 148., et 1« laquelle 
nous blions parvenu» il y a pres de 14 <»«. 
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Par excmple, « les points r et R, r* et Ä' se reunissent n«pecti- 
vement en un seid ou deviennent oommuns aux deux courbe«, au<piei 
cas la transversale ac se changera en une «kante ou corde indefuüe com- 
mune A ces courbes, on aura, entre toutes les intersootions restantes, la 
relation 

ap .ap' xbq .bg' b P.bP* x cQ . oQ ' . 
bp.bp'xcq.cq' X aP.aFxbQ .bQ' "~ ' 

qui pourra servir u construire l'une des deux courbes aux moycn de l'au- 
tre et de oertains points donnes, sans qu'H soit necessaire, pour cela, de 
recourir aux interseotions commuwes de oes oourbes, lesquelles pourront 
ainsi devenir imaginaires ou se confondre par couples sans que les oon- 
Htructions cessent d'etre applicables. 

Si les points q' et Q' se re'unissaient, ä leur tour, en un seid coro- 
mun u la fois aux deux courbes, la relation ci-dessus se simplifierait en- 
core; et eile exprimerait, oonformement A ce quj a de*jrt e'te' demontn* 
I>n ; ce<) > • m m< v f , que les six interseotions appartonantes Ä la transversale a 6, 
sont eu involution; si, de plus, 11 arrivait que les points ? et se con- 
fondissent egalement en un seul commun u la fois aux deux courbes, etc. etc. 

152. Enfin on pourrait encore faire intervenir de nouvelles trans- 
versales rectilignes contenant, deux par deux, les interseotions des propo- 
sees, et eliminer, da la relation primitive, tout ce qui leur appartient en 
commun. Ces intersections pourraient donc dovenir imaginaires, ou se 
confondre par couples, sans que la relation transformee cessÄt, pour oela, 
de conserver une signification reelle, et de fournir des moyens de con- 
struire l'une des deux courbes fl l'aide de l'autre, censee decrite, et de 
certaines donnees. En particulier, il en resulterait des mt:tbodes pour le 
traee des osculatrices des lignes du second ordre assujetties en outre u 
remplir certaines conditious; mais, oomme ces metbodes se trouvent in- 
diquees, pour la plupart, dans la section III. du Traitä des proprio tes 
projectives, et qu elles sont susceptibles de s'etendre, d uuo maniere ana- 
logue, aux osculatrices des lignes geomefariques de tous les degres, nom 
n'en dirons pas davantage pour le moment, et renverrons le lecteur soit 
au lYaiti dont fl s'agit, soit au f . IL de la second« partie de ce memoire. 

Notre objet etant ici uniquement de faire pressentir la fecondite 
du principe des transversales, il conviendrait peu de uous etendre sur les 
nombrettx corollaires qui peuvent decouler de son application particuliere 

17« 
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aux lignes du second ordre, corollaires qui se trouvent «'galemont exposes 
Jaus le Traiti des propnetes projectives , et qui sont trop connus des 
goometres pour exciter desormais l'interet. Seulement noun ferons re- 
marquer que beaueoup de ees corollaires seraieot difEciles u etrabUr hi Ion 
voulait y appliquer directement le principe de Carnot, tandis qu'on les ob- 
tiendra, sans aueune hentation, en oombinant les consequences immediates 
de oe principe avec les considerations qui resultent de la Theorie des po- 
laircs riciproaues, considerations qui permettent de (radiäre, sur le champ, 
ehaque thooreme sur les intersectious des lignes courbes, en an autre sur 
leurs tangences. 

153. C est ainsi, par exemple, que le theoreme de Pascal, sur 
l'hexagone inscrit aux b'gnes du second ordre qui a 6t6 demontre au 
No. 146. ci-dessus, ci induit inimediatement a oelui de Brianchon, sur 
l'hexagone circonscrit a oes meines Ugnes, et que, des theoremes etablis 
aux No. 143., 144. et 14». on conclut egaleraent ceux qui suivent: 

1% „Si, d'un point, eboisi ä volonte, sur le plan d un quadriia- 
„tere complet forme" par Ja rencontre mutuelle de quatre droites quel- 
„oonques, ou meoe d'autrcs lignes droites aux six sommets de ce qua- 
„ drilatere, cos six lignes droites seront en involution} c'est-ä-dire telles 
„qu'en les coupant par une transversale arbitraire, les intersections qui 
„en resulteront formeront elles- meines entre elles une involution (144.)." 

2°. „Un quadrilatere simple quelconque «'•( ant cireonscrit u une b'gne 
„du second ordre, si, d'uu point choisi a volonte^ sur son plan, on mene 
„des droites vers ses quatre sommets et de plus deux tangentes A la 
„courbe, ces six b'gnes droites seront en involution:' 

3°. „Trois Ugnes du second ordre queloonques e*tant inscriptibles 
„ii la (bis Jans le meine quadrilatere, ou ayant les memes centres d'ho- 
„mologie, c'est-u-dire les memes points de concours des tangentes com- 
mune*, les six tangentes menees, dun point arbitraire u ces sections 
„coniques, sont en involution." 

Ces memes theoremes et toi« leurs analogues, pourraient, au sur 
plus, etre d^duits directement de la proposltion generale qui a ete de» 
raontree aux No. 129. et 130. du precedent Memoire. Mais, sans plus 
m'arreter sur ces corollaires , je me häto de dire quelques mots touohant 
les applications de la throne des transversales aux b'gnes du 3* ordre. 



7. Ponctlet t anal/s* des transversale». 129 
Proprietät fondainental« des lignei da S* ordre. 

154. Soit une courbe plane du 3' degr« 4 consideree oomme Irans- 
renale d'un triangle quelconque ab c, trace sur son plan et dont le cot»; 
ab In rencontre aux trois points p, p', p"; le cöt6 bc aux trois points 
9t ?'t 9"» cdte" co aux trois derniers points r, r 4 , r"i on aura, en vertu 
du principe des transversales du a Carnot, 

ap . ap'. ap"x bq ■ b q' . b q" x er . er 1 .er" * 
bp .bp'.bp" Xcq.cq' . cq" xar . ar' . ar" 0 

Supposons, en particuüer, que le Systeme des h ois couples de points p et 
P'» 9 *t 9't r •* l* »oient u une ligne quelconque du seeond ordre, on aura 
aussi lequation 

ap.ap'xbq.bqxcr . er* . 

bq.b q' xcq.cq' xar .ar* * 

qui reduit la preoedente a cette autre 

ap"xbg" xer" - 

bq"x C q" xar" 9 

exprimant evidemment ( 148. et 149. ) que les trois dernieres intersections 

p"t ?"> r "» appartenantes a des cötes differens du triangle abc, sont si- 

tuees sur une meme b'gne droite. 

Reciproquement si oes intersections sont supposees en ligne droite, 

l'equation qui leur est relative reduira la proposee a celle qui exprime 

quo les six intersections p f p', q, q', r, r 1 appartiennent ä une simple 

ligne du second ordre. 

Ce theoreme qui s'appb'que iimnediatement au Systeme de trois droite« 
queloonques d'un meme plan, considere* oomme une ligne du 3* ordre, et 
que nous verrons, dans le IIP f., s'e'tendre aux oourbes gcom&riques de 
tous les ordres, coupees par des transversales rectilignes queloonques et 
en nombre arbitraire, ce theoreme, dis-je, peut s'enoncer tres simplement 
en cette maniere: 

Si, parmi les neuf intersections d'une ligne plane du 3* ordre avec 
trois transversales arbitraires, six quelconques appartiennent ä une mime 
ligne du 2* ordre, les trois intersections restantes seront ä une simple 
ligne droite f et reciproquement , si trois quelconques de ces neuf inter- 
sections , appartenantes ä des transversales dist indes, sont situees sur 
une mime droite, les six intersections restantes seront ä une simple 
ligne du second ordre. 
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155. Cct enonco general condult A une foule de consequences 
partiVuliores relatives aux courbes du 3* äegt4, dont il nous suflira ici 
dindiquer rapidonicnt le» priucipales et les plus dignes d'interet. 

Supposons, par exemple, qu'on remplaoe, dans ee meine enonoc, 
la ligne du second ordre dont fl y est feit mention, par le Systeme de 
deux nouvelles droites arbitraires, le theoreme subsistera toujours u l'o- 
gard des trois dernieres iutewections qui demeureronl cn L'gne droite; et 
si, plus paruoulierement encore, on suppose que les droites composant oe 
Systeme viennent u se reunir en une seule, on sera eonduit h oe corollaire. 

Lorsque les points de contact de trois tangentes d'une ligne quel- 
conque du 3' ordre sont situ es sur une mime droite, les trois intersections 
nouvelles de la courbe et ces tangentes sont elles-mimes en ligne droite. 

Dono aussi 

Les trois asymptotcs d'une ligne du 3' ordre rencontrant la courbe 
en trois nouveuux points qui sont situis sur une mime droite. 

156. Ou sait que la tangente au point d'inflexion d une ligne du 
3' ordre, contient trois points consecutifs de la courbe; douc, eu vertu 
de notre preutier theoreme, 

Si f par l'un des points d'inflexion d'une eourbe du 3* degri, on 
mene trois transversales arbitraires, les six intersections nouvelles de 
ces transversales et de la courbe seront ä une simple ligne du second 
ordre, de sorte que trois quelconques tTentre elles, appartenantes a des 
transversales distinctes, ayant iti prises sur une mime droite, les trois 
intersections restantes seront igalement a une autre droite. 
Donc encore 

Tout point d'inflexion d'une ligne du 3* ordre jouit, par rapport 
a cette eourbe, de proprio tes mätriques ou deseriptions analogues o Cel- 
les du pöle d'une section consideri par rapport ä sa polaire. 

Et en particuüer, 

Si d'un tel point, on mene les trois tangentes correspondantes de 
la courbe, leurs points de contact se trouveront sur une mime droite 
qui peut itre appelie la polaire de ce point. 

Concevons enfin que, par deux quelconques de points d'inflexion 
d'une eourbe du 3* degre", on nieoe une ligne droite, il en resultera que 
la derniere intersection de cette druite, sera naturellement un 3*"' point 
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diuffexion de la courbe qui ne pourra evidemment en avoir aucun autre 
de oette sorte. Douc 

Les trois points d'inflexion d'une courbe du 3 C degre sont toujours 
en ligne droite. 

157. Ces corollalres nc sont point tous noureaux; plusieurs ont 
etc' donnes, par Maclaurin, dans son Tratte des lignes geometriyues de 
1748, et ont etc memo exposes tout recemment par M. Chasles, dans la 
Correspondance physique et mathematiaue des Pays-Bas, tome V. p. 235. 
et tome VI. page I 1. (annoe 1829 et 1830), mais par une marche qui 
ne permet pas de suppoaer q«e ce dernier geometre ait eu connaissanoe 
des recherohes speciales entreprises par Maclaurin, snr les lignes du 
3 e ordre; recherches qui embrassent beaueoup dautres theoremes sur ces 
lignes, et dont les plus geueraux et les plus remarquables, par l'ana- 
logie qu'ils preseutent avec les proprietes connues des quadrilatere« in- 
scrits aux sections coniques, peuveut 6tre traduits et reaumes en oe 
peu de motB: 

Un quadrilatere complet et ä trois diagonales itant inserit a une 
ligne plane du 3' ordre, 1°. les trois points de concours des couples de 
tangentes issues des sommets respectivement oppose's de ce quadrilatere. 
sont situes en ligne droite et sur la courbe; 2°. chacun de ces couples 
de tangentes forme, par ses intersections avec Tun quelconqur des deux 
autres couples, un nouveau quadrilatere circonscrit ä la courbe propo. 
se'e, et dont les trois diagonales contiennent respectivement, soit tun des 
points de contact du dernier couple de tangentes; soit leur point de con- 
cours situe sur la courbe. 

158. Ces propositions troureui leur demonstration naturelle et en 
queique sorte evidente, dans lo principe gcneral du No. 154., restreinl au 
cas particulier ou la ligne du second ordre qu'U concerne se rednit au 
Systeme simple de deux droites. Ce memo theoreine conduit encore aux 
enonces suivans qui renferment impliciteraent. les preoedens, et prouvent 
quil existe la plus grande similitude eutre les proprie*tcs de Situation d une 
branche quelconque d'une ligne du trotsieme ordre, consideree par rap- 
port aux deux autres branches, et les proprietes pareilles d une ligne droite 
quelconque, couaideree par rapport k une seotion eonique dans lo pian 
duquel eile se trouve situee« 
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V. Dans tout quadrilatere inscrit au Systeme formi par deux 
quelconques des branehes ttune ligne plane du 3* ordre, les droites qui 
joignent les couples de points de reneontre des cötes opposis et de la 
troisieme branche vont naturellement se couper en un nouveau point de 
la courbe. 

2°. Si l'on inscrit, au mime couph de branehes, uns svite d e 
quadrilatires dont les trois premiers cötes pivotent constammsnt autour 
de trois quelconques des points de la troisieme branche, conside'ris comme 
pöles invariables, Is dernier cöti pivotera, lui-mime, sur un quatru-me 
point fixe de cette branche, ayant, par rapport aux trois out res, la cor- 
rilation de Situation qui vient iitre indiquis. 

159. Ces cnonce's, qui s'etendent «ur Ie champ, aux pobygones 
inBerits d'un nombre quelconque, pair, de cötes etc., formen t, en effet, 
les pendans de ceux des N°\ 180. et 513. du Traiti des proprietes pro- 
jsetives, qui sont, comme nous lavons muntre en oes endroits, des cou- 
sequences fort simples de ia propricte qu'ont (144.) les quadrilateres in~ 
scrits aux Sectio us coniques, detre coupes, ainsi que Ia courbe, par une 
transversale arbitraire, en six points qui sont en Involution, 

Mais le principe du N°. 154. oi-dessus, special ise comme nous ve- 
nons de le dire, conduit a des rapprochemens plus singuliers enoore. En 
effet, ou en oonclut, sans discussion, oe nourel enon«?: 

Ayant inscrit a volonte-, ä une eourbe du 3' degri, un hexagon« 
dont deux quelconques des trois points de concours des cötes respective- 
ment opposis soient sur cette courbe, Iß dernier *y trouvgra natureile- 
rnent aussi. 

160. L'entiäre coiuormite" de oe principe avec celui de Pascal 
(148.), relatif a lfaexagone inscrit aux lignes du second ordre, nous da- 
pense d'insister sur les nombreux et intcressans corollaires auxquels il 
donne lieu, et parmi lesquels d'ailleurs, il laut bien le remarquer, ne se 
trouvent compris ni ceux qui pourraient avoir trait aux proprietes reci- 
proqnes des pöles et polaires des sections coniques, ni celui qui se rap- 
porterait au beau principe de M. Brianchon sur les hexagones circonscrits 
a ces meines lignes. Cette tiroonstance deniontre bien clairement, ce me 
semble, combien il serait dangereux de se lirrer, sans reserre, aux oon- 
»equeuecs du principe de dualite , mis en avant, sans demonstratio« ou 
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meine saus preuves süffisantes, par un savant geometre aualyste, qui en 
en proposant l'adoption, en 1826, etait loüi, sans doute, de soupoonaer 
que les proprietes de Situation des b'gnes du 3' ordre, par exemple, dus- 
sent se retrouver, non pas preciscment dans les b'gnes meines de cet 
ordre, mak bien dans toutes Celles qui n'ont, au plus, que quatre tan- 
gentes possibles issues des meines points, comme l'indique tres explict- 
tement la theorie des polaires reciproques, dont nous avons e"tabli lea 
priocipes dans nos divers Mimoires ou Traites gSome'triques publies de- 
puis 1818. 

Laissant dono de cdte tous les corollaires du theoreme ci-dessus, 
nous nous contenterons d'observer qu'il fournit, sur le cbamp, un pro- 
ce*de facile et purement lineaire pour roener, aux oourbes du 3* degre 
decrites sur un plau, une tangente en Tun quelconque de leurs points; 
procede qui, dailleurs, est entierement analogue a oclui qu'a propose* 
M. Brianchon, pour mener la tangentc en un point doaa£ d'une b'gne 
du second ordre dont quatre autres points quelconques sout assignes. 

Mais on est oonduit plus directement et plus generalement a la So- 
lution de ce meme problcme, en s'appuyant sur la proposition suivante, 
qui revient ä celle que nous avons deja plusieurs fois mentionnee. 

Si par trois points en ligne droit« d'une courbe du 3' degre, on 
conduit arbitrairement trois transversales rectilignßs dans celte courbe, 
les six nouvelles intersections de ces transversales , seront a une simple 
ligne du second ordre. 

Supposaut, en effet, que deux quelconques de ces six intersections 
se confoudent, en une seule, au point pour lequel on reut mener la tau- 
gente, il est clair que Li section conique, appartenaute aux cinq autres, 
touchera eile memo la ligne du 3* ordre en ce point, dont la tangente 
sera ainsi donnee par lo principe cite de Pascal, 

Cette seconde maniore de construire les tangente«, fait, de plus, 
apercevoir des methodes g^ueralas pour tracer line'airement ou aveo la 
regle, les sections coniques osculatrioes du second et du troiwome ordre 
en des points donnes des courbes du 3' degre. 

Coroltain« r«l*dft mix osculatrice* de« ügn« da 3"» ordre. 

101« Supposex, par exemple, que l'une des intersections, relative 
a la 3* des transversales ci-dessus, vienne ä se reunir aux deux premieres 

Cr*lk'. JowruJ d. M. Bd. VOT. Hft. 2. 18 
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deja confondiu'3 en une seule uu point de tungence, la section conique 
arquerra eviddinment, en oe point, un contact du second ordre avec la 
courbe propos««e; ce qui conduit a cet elegant theore'ine: 

ffi, d'un point pns a volonte sur une courbe du V degre , on 
mene, ä trois autres points queico/tques de eette courbe, situes en ligne 
droit*, troii transversales rectilignes, la section cunique qui touche la 
eourbe au premier point et contient, de plus, les trois dernieres inter- 
settions des transversales, sera reellement lune des osculatrices du se' 
cond ordre relatives ä ce Wime point. 

Par troia points quelconque», on ne peut tneuer qu'uue Beule sec- 
tion oonique tangente en un point donue* d une Iigue droite; donc l'oscu- 
latrice ci-dessus est completentent determinee, et, de plus, ou a dea 
procedec fort clegans (Proprietes projectives, sect. II. No. 206. et 207. 
aect. III. No. 318. et auivans) pour la decrire par points et lineairement, 
ou pour eonstruire directement le cercle osculateur qiu lui appartient an 
com muri aiec la courbe proposee. 

Supposez, en particulier , que lea trois points en ligne droite, par 
lesquels passent no* trois transversales, se reunisseot en un seid, en Tun 
dos point» d'inflexion de la courbe, oo sera immodiatement conduit o co 
corollaire: 

Si, per un point d'inflexion quelconque d'une ligne du 3' ordre, 
on mene, ä cette courbe, une transversale arbitraire, eilt la rencontrera 
en deux autres points appartenans a une section conique osculatrice du 
second ordre en chacun deux, et qui sera ainsi plus que determinee. 

162. Prenons encore que I une quelconque de nos trois transver- 
sales devionnc taugente n la courbe, au point qui est leur concours oom- 
mun: la sootion conique ci-dessus deviendra, eile meine, osculatrice du 
3* ordre en ce point, et sora entierement determinee de positiou par la 
condib'on d'etre osculatrice du second ordre avec celle qui a ete const- 
der*e precedemmenf , et de passer, en outre, par le» deux iuterseoriom 
restantes des trans verwies (ibid. No. 321. et 323.). 

Knfin, si noiM admettoos qu'une seconde de nos trois transversales 
se reunisse u la premiere dejä devenue tangente u la courbe proposee, 
ou en dednira ce uouveau corollaire propre a faire trouver la section co- 
nique tuiique qui est osculatrice, du 4* ordre, au point de concours com- 
muu de co* transversales. 
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Si, en un point donntf et ouelconyue, dune courbe du 3* (legre, 
on mene la tangente relative a ce point, puis la tangente qui -pond 
a la nouvelle intersection de la premiere, puis enfin la transversale qui 
juint le point donne avec la 3* intersection de cette seconde tangente, 
eile ira t a son tour t rencontrer la courbe en un nouveau et derniftr 
point aui appartiendra a la section conique osculatrice du 4' ordre au 
point donne". 

Et, comme cette section conique doit, eile meine, avoir un oon- 
tact du 3* ordre, avec 1 infinit«' des osculatrice* de cet ordre qui resul- 
teut des considerations pre*c«*lentes , il parait clair, dapres les eudroits 
d<?ia citex du Tratte des pruprietes projcctives, quelle sc trouve comple» 
tement dotermiuee au moyen de I'une quelconque deutre eile«, et saus 
qu'il soit meme neccssaire de recourir directeiuent au tracc effectif de 
cette osculatrice auxlliairc ni de celle du secoud ordre dont eile dopend 
immediatement d'apres cc qui precede. Un eflet, les mt'tbode» indi<p<ees 
aiiK eudroits dont il u agit, fournissent le moyen de dt'duire snccessive- 
ment et directement, les uns des autres], les diflerens poiuts de ce» oscu- 
latrices, qui appartiennent u un rayon vecteur ou a une transversale quel- 
conque issuc du point de contact dornig, 

II y a plus memo, comme on possede deja un point et la tangente 
en un autre point donne de l'oRCutatrioe du 4' ordre, ou voit quil suf- 
fira de ! < ; terminer deux nouveaux points quelconqites de cette courbe, 
pour etre en etat ( 145. et suivans ) d'eu construire directement et Iim'ai- 
rement autant d'autres qu'on le vnudra. Mais nous ne saurions instster 
davantage sur ces oonsidrxations fuciles saus depasser, de beaucoup, les 
bornes quo noua nous »ommes prescrites dans ces prö liminaires , et saus 
autieiper par trop sur ce que nous aurons a dire, dans la seconde partie 
de ces recherches, tcucliant los osculatrices des courbes de degre" quel- 
conque, dout la cimslructiou par points peut egalement a'opcrer n 1 aide 
de procedes fort simples et qui n exigent que la regle pour tout instru- 
ment. Neanmoins je ne puis resister a I attrait d'indiquer encore quel- 
ques consequences de nos theoreroes qui d'ailleurs tont susceptihles ile 
s'etendrr- a l'cspace, et nous conduiraient facilement ä «los procedes g£- 
nnraux pour decrire, par points, toirte ligne du '.V ordre dorrt on con- 
nait, soit im poiul d'inflexion, soit un point double, soit des poiuts quel- 

18« 
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conque« en nombres suffiaaus pour la delerminer comple'tement de forme 
et de position. 

163. Ce qui preoede fourtiit dej« plusieurs morens, par exemple, 
de oOMtruire lmemrement le 9" point d intersection de trois droites arbi- 
traires aveo une oourbe plane du 3' degre; or il en resulte des proce*- 
des en eux meines assez simples pour constmire, par points, la courbe 
a double courbure, du meine degrä, qui eontient huit points donnes a 
volonte dans l'cspace. 

Une semblable oourbe peut toujours £tre censee evidemment t6~ 
sulter de l'intersection mutuelle de deux surfaoes du second degr^ ; ce qui 
ne peut avoir lieu d'aüleurs u moins quelle» ne soient reglees et n'aient 
en oommun I'une quelconque de leurs generatrices reetilignes; mar» il 
nous suffit ici de considerer les courbe« du 3' degre" comme ayant pour 
earactere essentiel et general de pouvoir 6tre coupees, par un plan arbi- 
traire , suivant trois points au plus, ou de demeurer une courbe du 3* 
degre' quand on la met en protection conique sur un pareü plan. 

En eilet , ooncevant, a volonte, un plan par deux queloonques des 
huit points donnes, il rencontrera la courbe qui les renferme, en un 
9' point qu'on d^terminera ainsi qu il suit. 

Par les six points donnes non oompris dans le premler plan, con- 
duisez deux nouveaux plans qui les contiennent trois par trois; du point 
de rencontre de oes plans avec le 1* pris pour oentre de projection, met- 
tez le Systeme de tous les autres points en perspective ou projection cen- 
trale sur un noureau plan quelconque; il en resultera neuf points situes 
a 1 intersection d'une courbe du 3' degre" qui est u d&erminer, avec les 
trois droites projections memes de nos trois pr emiers plans; or huit d'en- 
tre eux sont donnes, donc le 9' s'obtiendra par quelqu'un des procedes 
lineaires dont il vient d'etre parle, et, par suite, ceJui qu'on cherebe 
dans l'espace se trouvera sur la pro je taute qui joint le preoe*dent au oen- 
tre de projection. 

Operant, de la memo maniere, sur une nouvefle combinaisoo du 
plan qui eontient le point Oberohe", avec deux des autres plana joignant, 
trois par trois et dans un ordre duTerent, les six derniers points donnes, 
on aura ainsi obtenu deux droites ou projetantes qui, dans le premier plan, 
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se couperont au point demande'; maia, attendu qu a existe dix maniores 
diatinctes de combiner, trois par trois, les six points dont fl s'agit, ob 
voit qu'on pourrait aussi construire dix lignes droite* diffe'rentes s entrecou- 
pant toutes au poiut cherche et situees dans Ic plan qui lui correspond. 

On remarquera d'ailleurs que les plana sur lesquels les protec- 
tion» s'operent peuvent etre cboisis de maniere a simplifier notablement 
les constructions etc.; mais en voila assez pour prouver que le probleme 
oü al s aglt de decrire Ia ligne a double oourbure, du 3* degre, qui con- 
tient huit points donnes arbitrairement dans I'espace, est comple'tement 
de" terra ine, et peut se resoudre par des methodes qui exigent seulement 
l interaection de Ia ügne droite ou dune simple regle. 

(U srite im le «bist pn****.) 
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8. 

Auflösung einiger Aufgaben aus gegenwärtigem Journal. 

(Vom Herrn 7A. Clau$tn zu München.) 



Aufgabe No. 15. 6. TU. 2. Heft S. 214. „Aus fünf von den sechs 
Winkeln zwischen den Seiten-Ebenen einer dreiseitigen Py- 
ramide den sechsten Winkel zu finden.' 

Die Beriihni'igspunote der eingeschriebeneu Kugel mit den Seiten- 
Ebenen seien ABCD. Durch Verbindung derselben zu zwei und zwei 
vermittelst gröfster Kreise AB, BC, CA, CD, AD, HD, die ich resp. «, 
«', 3, 3', 3" nenne, eulstehnn vier sphärische Dreiecke, deren Seiten 
die Ergänzungen der obengenannten Winkel zu zwei Rechten sind. Es 
soll also von den sechs Seiten etwa ß aus den fünf übrigen gefunden wer- 
den. Sind nun die sphärischen Winkel an />, die resp. «, x\ et" gegen- 
überstehen, 6, 0', 6", so hat man nachstehende Gleichungen: 

., co*c* — cos/9' co*ß" . cosa' — cosß" catß ~, oosa" — ca%ßro%ß' 

naß tut ß" * sur sin ( i ttoßnoß' 

Da nun 6+9 ' + vier Rechten, so hat man die Bedingungsgleichung: 

0=1— oosfl 1 — cosö" - cos«"* + 2eos9 cosÖ' oosfl", 
die sich durch Substitution der eben gefundenen Ausdrücke iu folgende 



0 = smß' sin3" sinß'" — ninß' (cos* — cos & cos ß'7 
— sin 3" (cos «' - cos ß ' cos ß)' — sin ß" 1 (cos •"— cos 3 cos 09' 
+ 2 (cos«— cosß' cos 3")(©oa«'— cosß" cosß) (cos«"— cosß oos3') ; 
lacli einer leichten Reduetion: 

Ü mt 1 — cos**— cos*" —Oos a"' 
-f 2eoaacos«' cos«" — sin «•cosß*— sin *'' cos £'* — sin a" 1 cos ß'" 
-f- 2 (cos « — cos *' cos «") cos ß' oos ß" -f- 2 (cos *' — cos «" cos «) c os ß" cos ß 
-f- 2 (oos *" — cos « cos «') cos ß cos ß', 

woraus man leicht cosß findet. Um die Formel einlacher - u machen, be- 
merke ich, daXs wenn /,, V, X" die in dem Dreiecke ABC den Seiten «, 
«', *" gogenübentebendeu Winkel sind, man bat: 
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COSA — COS x' cosa. ' es cos • sina' siti t' , 
oos«' — oobk' cos« = cos X' sin«" sin«, 
cos«'* — cos* cosa' =s cos X" sin« sin«', 
und dafe, weun man 

« = sin 4 («+*'+«") ; 
^' == sin |(- « + «' + «"); 
ft" = sin^« — *'+«"); 
= sin | (* + *'-«") 
setzt, die Winkel X, X', X" sieb durch die Formeln 

ergeben, und dafs überdies 

1 — cos et 1 — cos*'' — cos*"'-f-2cos«eos«'oo8«" = 4/tp'^"/*'". 
Es verwandelt sich also die obenstehende Formel, «renn man noch 
sinacosß «r b; «ina'cosß' = b'i sin«"cosß" = b" 

setzt, in 

0 = b*-\- b"-\-b" 1 — 2 cos X A' o" — 2 cos X' b"b — 2 cos K"bb'—Aft fi'u"^". 



Aufgabe No. 14. 2. Bd. S.W. „Aus der Gleichung 

wo o (,) , a'*', .... c beliebige, von einander verschiedene, 
gegebene Grüfsen sind, x zu finden. 

rationale Gleichung für x zu finden; zu dem Ende und um nicht durch die 
Weitläufigkeit der Formeln gestört zu werden, sei, welches mit dem Obigen 
auf dasselbe hinauskömmt: 

Erhebt man diese Gleichung ins Ouadrat, und dieses Quadrat wieder in 

die zweite, dritte u. s. w. bis siebeute Potenz, so ergabt sich 

A x +*. -K; /XjzJ +Z>. / (*») = ^, ! /"('«) +C, /X«f ^(t;/), 

^.+B./-( aT ) +<?. +D./-C») +q ^(«t;)+ß; ,r(w^ 

l/,+fi 6 /(a y ) + Q ^(jz) + A /"(**) =A\ +A\ f{tu) + C\ / (tt o)+D' f f(vt), 
A,+B, f{xy) f(yz) + Ü, /-(zx) =^', /(» + CT /(««O+ö; ^(W), 
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wo die Gröben A lt V, etc., A %i B t etc. stfmmtlich rational sind, und 
zwar A x , A t etc. von demselben Grade in Beziehung auf x f y und z als 
die unten angesetzte Ziffer, die Gröben B f C, D aber von einem Grade 
weniger. Dasselbe gilt von den Gröisen re-hter Hand. Eliminirt man 
hieraus die irrationalen Gröben, so ergiebt sich die verlangte Gleichung, 
die, wie man sich leicht überzeugt, vom 22sten Grade sein wird. 



Beweis der Theorems von Hrn. Dr. Stern No. 17. Bd. 7. 
Heft 1. p. 104. 

Es sei p eine Primzahl von der Form 6« + I, so hat man 

2 n (1.2.3 « — 1 . n) = 2.4.6 2»*-2.2/i, 

2"(3/i+l. 3« +2.. ..4/2—1.4/0 = 1.3.5 2« — 3.2/1— 1; 

multipücirt man diese beiden Congruenzeo, und dividirt durch den ge- 
meinschaftlichen Factor, so erhalt man 

2" , (3/i+1.3« + 2. ...4« — 1.4n) = n+t.ft+2....2n 
und da '3n+l= — 3n; 3/i+2 = — (3/1—1), .... 4/i = —(2/1 + 1), so 
hat man ebenfalls 

2*"((2/2 + l)(2/» + 2)....3/») = (— 1)"(/i + 1)(/i + 2)....2/i. 
Ist nun /> = «• + 274«, so ist, wie Herr Stern im zweiten Hefte p. 157. 
des sechsten Bandes d. J. bewiesen hat, 2 ein cubisober Rest, und also 
2*" = 1 (mod. p) ; folglich 

(2«+l)(2/i + 2)....3/i = ± («+l)(/i+2)....2/i •), 
wo das obere Zeichen für p = 12m +1, das untere für pss 1? m +7 gilt. 

Beiläufig bemerke ich, dal» für alle übrige Primzahlen von der Form 
6/i+l der Bruch 

<y* — . (n + 1) (n+2). ...2w 
— 31 (2n+l)(2ii+2)....3n 

die in der angeführten Abhandlung p. 157. durch / bezeichnete Grübe = /"l 

ist, und dafs man daher, ebendaselbst, in dem Falle wenn 2 ein Nichtrest ist, 

(l + 2/)a = 96 

direet finden könne, weil a auf ähnliche Weise wie / direct gefunden 



•) In dam Theorem ist am angef. Ort« »tatt des doppeliea Zeichens bloa — 
abgedruckt. 
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Noch bemerke ich, dafs c immer ein cubischer Rest ist, denn es ist 

„ — 4nf4n — l)....^3n-f.i).3nf3 n— I)....f2n4-j) 
° ~ 1.2.3....2« —5 

daaber 4« = — (2/1+1); 4«-l 3_ (2n + 2) . . . . 3/2 + 1=— 3/i.- 
so erhalt man, wenn mau den Zahler und Nenner mit (2«+l)(2«+2)....3/i 
multiplicirt und bemerkt, dafs ( 1 . 2 . 3 .... 3 //)*= + 1 , je nachdem p von der 
Form 121*4-1 oder 121/2+7 ist. Im ersten Falle ist 1.2.3....3/J = #>-, 
im zweiten = c 6m+5 , wenn * eine ßruadwurzel bedeutet. Es ist also 

oder iu beiden Fällen ein cubischer Rest. 

S, liliefslich füge ich noch hinzu, dafs man in allen Füllen, wo 2 
ein cubischer ISichtrest ist, die Quadratwurzel aus — 3 (mod. 6/j + I) di- 
reet finden könne. Es ist nemlich, wenn u diese Quadratwurzel ist, 
3«(l±tt) = /-l, folglich « = l+2/*l. 



CnMt J.ori.*l d. M. Bd VIII m. 2. 
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9. 

Über die Zerlegung reeller gebrochener Functionen. 

(Vom Harra TA. Clausen eu München.) 



Die Zerlegung reeller gebrochener Functionen ist zwar allgemein und 
vollständig behandelt worden, jedoch glaube ich, dafs die nachstehende 
Art allgemeiner und noch nicht bekannt seiu dürfte. 

Es sei die gebrochene Function j,- 9 wo M und IV reelle ganze 

Functionen sind, die keinen gemeinschaftlichen Factor enthalten , und wo 
M von einem niedrigeren Grade als IV ist. Ist nun FtssQQ,, wo Q und 
Q, ebenfalls reelle ganze Functionen sind, und (J nicht von einem niedri- 
geren Grade als Q lt so kann man 

M P, P± 

W — Q + (). 

setzen, oder 

I. M s=PQi ^P l Q i 
wo P und P, gleichfalls ganze reelle Functionen sind, aber von einem 
niedrigeren Grade als resp. O und (), . Man ersieht sogleich, dafs der 
Fall, wo Q und Q, einen gemeinschaftlichen Factor haben, ausgeschlossen 
werden muls, da sonst M denselben Factor, den auch IV (und zwar dop- 
pelt) enthielte, gegen die Voraussetzung enthalten möfste. 
Es sei nun 

Q = ?,(>, + (>., 

(?,,(?,, (?,,.... von successiT niedrigeren Graden sind , bis Q„ , 
welche blos eine Cnnstanf e sein wird ; wäre nemlich Q m = 0 und 
nicht eine (onstantc, st» enthielte beides () imd (>, diesen Factor, gegen 
die Annahme. Eben so sind , y, , .... f.-, ganze Functionen vom ersten 
und höheren Graden: aher eine ganze Function oder eine Constante. 
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Es ist ersichtlich, dafs 

Q und 9l Q lt 
und fa 0. 

etc. 

Ton demselben Grade sind ; also sind ebenfalls 

0 und ?„_,<;>._, 

vou demselben Grado. 

Substituirt man nun die Gleichungen (2.) auccessi?e in (L) (IB< 1 8etzt 

P 3 = jr.P.-f P,, 



3. 



wo also ebenfalls P., P, etc. reelle ganze Functionen, aber voo suocessiv 
hohem Graden sind, so erhiilt man: 

[M = PQ^P.Q 

4 * { =P.V> + P>Q t 

= P«-> Q,, + P M <?„.>. 

Unter den Werthen, die der letzten Gleichung genügen, ist ofli-n- 
bar, da eine Constante ist, 

man hat also den allgemeinen Ausdruck: 

wo Z eine beliebige ganze Function ist. 

Nachdem P„_, und P„ bekannt sind, erhält mau aus den Gleichun- 
gen (3.) 

P " ~1 == f*-! + P, » 

/p„. 4 = ~^_ J p n „. + p,_ it 
p Ä -^p. + p,, 

19* 
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Ii 



?, + *1 J 

»o ergiebt sich 

1^»-» — r n-l ~f~ l P| ♦ 

p, = r, p,., -f s, p„, 
P b f P,., + .v P„ ; 
substifuirt man nun hierin die Werth« von P^, und P„ ans (5.), so er- 
lih'lt man: 

Durch Yergleichung der Gleichungen (6.) mit den Gleichungen (2.) sieht 
man leicht, daCs die Groden Q„^ , — 0,,-j , +0.-», .... ±Q t , +V 
durch denselben Algorithmus aus (J„ und — Q„ , ab«j«'leitel sind , als /V-i ♦ 
.... P, und JP aus P, und P„ ... . Ks ist daher auch: 

+ <? = — r + 

folglich 



11. 

wo Z so bestimmt werden mufs, dafs P, von einem niedrigeren Grade ist 
als Q t . Es wird dann von selbst P von einem niedrigeren Grade als Q f denn 
Aa M =*. PQ t -f-P, y und M von einem niedrigeren Grade als QQ', so mufs, 
wenn von einem niedrigeren Grade als QQ t ist, ebenfalls PQ l von 
einem niedrigeren Grade sein , oder P von einem niedrigeren Grade als Q. 
Aus den Gleichungen (7.) ersieht man sogleich, dafs r von demselben 
Grade ist als ^ . j?« . . . . , und dafs also r (>„_, von demselben Grade 



oder wann man setzt: 



7. 



— 9t r » 

— r, 
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ist als Q y folglieh ist r von einem niedrigeren Grade als Q. r, q x ist von 
demselben Grade als r, folglich 7, ()„_, von demselben Grade als Q oder 
als 7, Q, ; demnach ist r, 0„_, von demselben Grade als (>, , oder r, von 
einem niedrigeren Grade als Q t . 



Es sei nun 



wo und M t von resp. niedrigeren Graden sind als Q und O t , m und 
aber ganze reelle Functionen sind, so wird 

li^i + Z und 4? + # si"d wiederum ganze reelle Functionen, und P, 
und P von einem niedrigeren Grade als Q t und <? resp. 

Wenn Q von einem bedeutend höhern Grade ist als Q tJ W wir«! 
P leichter durch die Gleichung (I.), nachdem manP, schon gefunden bat, 
bestimmt: 

P ^ »'.-^"h^ (TT» 

und wenn man P, () t = v Q t + QJ setzt, wo von einem niedrigeren 
Grade ist als Q t , so mufs (J\ — M, sein, da P eine ganze Function ist, und 

14. P = m, — 9l P, — v. 
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10. 

Über die höheren Differentiale der Function 



* = 



und über die Entwicklung einiger bestimmten 

Integrale. 

(Vom Herrn Professor Dr. Grtmtri zu Brandenburg. ; 



I. 

Wir wollen, wie offenbar verstattet ixt, annehmen, daß» x positiv sei, 
weil, für ein negativen jr, die Differentiale von z sogleich aus den Diffe- 
rentialen von s, unter der ersten Voraussetzung , durch blofse Vertau- 
schung der Vorzeichen folgen. Nach einfachen trigouometrischen Grün- 
den ist: 

y. 

Sin (Are u„g Z.) = - y * y ^ - fof+T) * 



et)!- (Are raug — 



T 



wobei wir bemerken, dafs, wenn Arctang^, wie in der Kolge immer 
geschehpn soll, zwischen den Grüuzen — \ * und + i * genommen wird, 
die (Quadratwurzel positiv genommen werden mufc, weil nach «1er Voraus- 
setzung x positiv ist. Differentiirt man nun die gegebene Function zuerst 
nach x, dann nach y, so erhält man: 



5"ä ~ .r» + r* l r* -J- >•* -f- y< J 



- - [(«» (Are t.ng £))*_ (sin ( A rc u-, j))'J , 



5* < 



«= - a s!o ( Arc >•■« £-) cos ( Arc r,n « £); 
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d. i. 

Sz 1. «0,(3 Anfang ^) 9g _ i sfa (2 Are Ung Z) 

Setzt man nun 

cos Are lang ~) sin (n Are tang 

so findet 



. ^ neos ({n + l) Are Ung flp _ » sid ((n+l) Are lang 

£2 - W,ln (fr+ g Are Ung |) neos ((n+t) Are»«,,« 

'* (x a + r J ) i(,,+,) • ' cV- (+,) ' ^.71^^+0 • 

Folglich ist nach dem Obigen: 

dz 1. cos (2 A re tang jl) 

a, 1 . 2 cos (3 Are lang ^ 

aij 1.2.3cos(4Arc.a„gj) 

«« t t • 2 .3....M cos ^(n-)-l) Are lang -^-) 

Ebon so findet man: 

/" U *' n Are .,., |) 
0«, # 1 (3 A re tang/) 

1.2 3 S in (4Are, 8op Z) 
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1.2.3.4 cos (5 Are lang *M 

1.2.3....(2n — l)8iii (2n Are tnng^) 

O Z , .xn 2 ___ÜL_ 

am 1.2.3.... 2 neos ((2«4-l) Are lang 2- ) 

n. 

Unter der Voraussetzung, dafs o eine positive Gröfise ist, findet 
man durch theilweise Integration: 

J*~** cosetxdx == co*ctxJ'e~ ax dx + aj"«\\\etx dxje-* x i)x 
= r*" cos a x — — /V~" sui*jr dx} 

a a i/ 

Je~ a * sin*jr ö.r = «in u.xj^e~ ax & x — a Jcosxx BxJ*e **dx 
— — L tT** sin « * -f r** cos ctx d x i 
a J'e~ ax cmu,x dpe-\- a fe" 1 * nmax Px = — <? _ov cos«x; 

a y *"*■* cos a jr B x — a pT* ' «in etxdx = e"** sin a r. 

Fiir jr= 0 ist: 

— cos xx = — 1 , sin ax = 0; 

und, Med a positiv ist, für ;r = ce: 

— e-~° x cohxx— 0, e^"" 1 sin ax = 0. 

Also 

o ax vosctxdx + * f e~' x sinxx Sx 1, 

K / c-"""* cos «jt'jr-'fl / e~ nx sin « r ö x = 0. 
Durch Auflösung dieser (Bleichlingen crhiilt man: 

wie sonst auf minder elementarem Wege bewiesen zu worden pflegt. 
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m. 

Differeutiirt man jetzt, nach einem in der Theorie der bestimmten 
Integrale hifufig angewandten Princip, diese Formeln unter dem Integral- 
zeichen in Bezug auf o, so ergieht sieh nach (I.): 

„ 9 i. cos (2 Are tnng — 1 

y. ■"—»«»»« - ^+..f*i m ■ 

~ m 1.2 cos (.3 Are tang — ) 

, 1 . 2 . 3 co« ^4 Are tang — ^ 

1 .2.3... . n co» ((n -f- 1) Are lang — ) 

y x-r««».xa, . ' ~* 

und auf ähnliche Art: 

/ a t . »in ^2 Are tang 
ar «"■" tinax ö* = ; * — 7 

/I . 2 cos (3 Are tang ~) 
1.2.3 sb (4 Are tang^-) 
1.2.3.4cot({ Are i»ug -£) 



£x> e—*ainaxdx b= 



1.2.3.4.5 si»(6Are U»g-j) 
«. «. f» u, s. f. 

Are tang £ = { «jt — Are tang ^ , sin ( Are tang ^) — cos ( Are tang Q ; 
2Arc.tang£ = « - 2 Are taag £ . sin (2 Are tang = «0(2 Are tang J); 

OcUc'» Jotraal d. M. IM VUJ Hft. Z 20 
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4 Are tang ~ = 1-x — 4Arc taug - , siu (4Aro taug — \ = — sin (* Are tau» - ) ; 
Are tang ^ =• 3ir — 6 Are tang ^, «in(6Arctaii»^~ sin (ö An; taug ; 

U. ». i. U. 3. f. U. K. f. II. *. f. 

3 Are lang -~ = * -f- 1 ir — 3 Are taug -~ , 
5 Are tang — = 2tr-f-|w — 5 Are tatig — , 
7Arctang-£- mm 3* + \k — 7Arctang-£, 
9 Arctang-^- = 4» + \ n — 9 Are taug ~- , 

U. 8. f. U. S. f. 

cob (3 Are tang-^-) mm — sin (3 Are tang ~) , 
cos (5 Are tang A-) = siu (ä Are tang — ) , 
00s (7 Are tang ~) = — sin (/ Are taug ~) , 

cos (9 Are tang = sin (9 Arctang-^), 

u. s. f. u. s. f. 

Also nach dem Obigen: 

t ^ A < ab ( 2A re ^T) 
J x r~ «nax B* m ( ,, +g ^> . 

„ , 1.2 tin (3 Are tang-) 
J^C-vOma***** ' ' 

1.2.3 8in (4 Are tang ~J 



A- — 

1.2. 3.. ..«sin ((i + l) Are tang -^j 



Die beiden äußerst merkwnnügen und wichtigen Formeln: 

1.2.3....« co»((*-fl) AreUng-^) 
(««-f-a*)*™ ' 
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/,» 1.2.3 n»in((n-f l) Are lang— ) 

sind zuerst von Euler gefunden worden. Euler s Beweis genügte aber, 
wegen Einmischung der imaginären Gröben, nicht völlig. Deshalb gab 
Poisson einen andern Beweis (Lacroix Tratte du calc. diff. et int. 
T. III. p. 490.). Vielleicht verdient die hier von mir gegebene Ent Wicke- 
lung, neben Poisson 's Beweise, auch eine Stelle. 



IV. 

Das in mehrerer Beziehung wichtige bestimmte Integral 

r« ö7> 

kann auf folgende Art durch eine leichte geometrische Betrachtung ge- 
funden werden. 

Man denke «ich eine Ellipse, deren grobe und kleine Halbaxe «, 
b sind, so ist deren Flächen-Inhalt bekanntlich coi*. Nimmt man den 
Scheitel der Ellipse als Anfang der Absciuen an, so ist die Gleichung der 
>: 

«•>• + A' («—*)• Esc a f A«. 
man die Winkel, welche die Halbmesser der Ellipse mit der 
Hauptaxe einschlieben, durch <p_, so ist 

y = (^)tang(p = (a-x)^; 

a*b* gsy * , a* b x sin y* 

(0 — Jr; — a » iin7? »_j_ 6 » CÜ - 8?( » > J Ä ^»inp'+fc'coso)»' 

y ax = ** fea * in ?' , x .ag. 

{o a *ina>»-f fc'cosy»)* 
Das »wischen den Grünten <p = 0, <ß ss * genommene Integral dieses Dif- 
ferentials ist der Flächen -Inhalt der halben Ellipse. Also 

»in qp» S <p _n_ 

(a* »in + ~" 2 a* 6* 

Nimmt man das Integral zwischen den Gritazeu <p — 0, <p = \v, so er- 
hält man den elliptischen Quadranten. Abo 

y*** siny* 8(f _ jr 

» (V »iD.f»-f 6'cosqp*) 1 4u»6" 

Folglich offenbar auch: 

20« 
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y""° tin «f . ' p(p st 
~~ 4 a« 6* 

*• o «p*^'?' n 

7 .„ («• ftfay» + •* Wf*)' 2«»** 

Ferner ist 

r* fle> 

* /*" MB?' c*T , eos qp» 9g 

" V, (« a iiuy» + &*co»VV A L* a »n(i*— y) 1 *«* cos (£n -<?>'}' 

wenn wir — <J> = ^, a<p = _d^ setzen. Hieraus ergiebt »ich nun 



Digitized by Google 



11- Gruntrt, Verwandlung der Coordinaien im Raum«. 153 

11. 

*« 

Uber die Verwandlung der Coordinaien im Räume. 

(Vom Herrn Ftofnsor Dr. Gruntrt zu Brandenburg.) 



1. 

Herr Professor Jacobi bat im 2ten Battie diese» Journal« S. 188. einige 
•ehr merkwürdige von Euler gefundene Formeln ohne Beweis mitge- 
theüt, und Herr Professor Ritter Encke hat im Astronomischen Jahr- 
buehe für 1832 S. 305. einige nicht minder merkwürdige Ausdrücke, 
deren Erfindung gewöhnlich Monge zugeschrieben wird, durch einen sehr 
eleganten trigonometrischen Calcul bewiesen. Vorliegender Aufsatz stellt 
sich die Aufgabe, die ersten Formeln zu beweisen, und zu zeigen, dais 
aus denselben die letztern als unmittelbare Folgerungen fliefsen, die Prio- 
rität der Erfindung also eigentlich Euler gebührt, da die Abhandluug 
desselben, aus welcher Herr Professor Jacobi die Formeln entlehnt hat, 
schon rom Jahre 1775 ist. 

2. 

Wir danken uns zwei rechtwinklige Coordinaten-Systeme mit einerlei 
Anfang, und versuchen zu zeigen, dais in diesem Falle immer eine, durch 
den gemeinschaftlichen Anfangspunct gehende Axe von solcher Beschaffen- 
heit gefunden werden kann, dais da* eine der beideu Systeme, um diese 
Axe gedreht, mit dem andern zusammen füllt. Man übersieht augenblick- 
lich, dafs diese Axe eine solche Lage haben mufs, daß» die drei Winkel, 
welche die durch sie und die Axeu der x und x\ der / und y\ der z 
und z' gelegten Ebenen mit einander einschlielsen , einander gleich sind, 
und dais die Drehungsaxe selbst gegen die positiven Theile der Axen der 
x und x'y der y und y' 9 der * und unter gleichen Winkeln geueigt 
sein mufs, wobei wir uns immer die Drehuugsaxe vom Anfange der Koor- 
dinaten , als ihrem Anfangspuncte, ausgehend denken, und also gewisser- 
roalsen nur den einen der beiden Theile betrachten, in welche sie durch 
den Anfang der Coordinaten getheilt wird. 
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3. 

Die von den genannten Ebenen eingeschlossenen Winkel seien = <p, 
und die vor der Drenungsaxe mit den positiven Theilen der Axen der 
x, r, * wier x-', y\ z' eingeschlossenen Winkel bezeichne man reapecuVe 
durch *, ß, y, so folgt au» Principien der sphärischen Trigonometrie au- 
genblicklich : 

co»(x*') — cosa* co%( v£) — co»/S' cosu s| ) — cü*y* 

COS<P = ~^Ta~» — ~~*iaj> — ' 

cos {x x') s= cos a 1 -f- sin a 8 cos <P f 

eos(yy') — cosß 1 -f- sinß* cos v, 

cos ( s s') = cos y* «f. Wi y* cos <p, 

1 — cos (xx') = sin «• — sin *' cos <J> = sin ** (1 — cos <P), 

1 — cos(jy') = sinß* — siiiß'cos<p = sinß^l — oos<p), 

t — eos( zz') sss sin y* — siny*co*<p = sitty*(l — cos#). 

Beziehen sich nun alle Coordinaten auf einen und denselben Puuct, so ist 

bekanntlich : 

x = x' co<« [xx') y'eoB {xy') + ** cos(jr x% 
y = ** «» (>' *') + /cos fjrjrÖ + s' cos 5'), 
- SS x' cos (s Jt-') -f- / cos + =' cos (i «'), 

a-' bss x cos (jt x') -f- j cos (yx 1 ) -\- z cos («jfO» 
v ' = x cos [xy') + y cos iyy') + * c <> 8 (~y')> 
s' = a cos ( .r =') -f y cos (y «') -f -s cos (s s')> 
odar der Kürze wogen : 

9 a= ^ + Ä / + f ae' — Ax + ^'j + A"z ; 

y = ^'Of' + B^/ -f 6' y< = Üjp 4. B'y+B" Xi 

z A"x' + »"/ + C" =' = Cx + C y + C'z. 

Betrachten wir nun die Drchungnaxe ah) den positireu Theil einer 
neuen Axe der x", und nehmen au, dafs der Punct, airf welchen sich 
jetzt alle Coordinaten beziehen, in dieser Axe liege, so dal» also für die- 
sen Fund y"—t"s=iO ist, so ist nach den obigen allgemeinen Formeln: 

x = x" COS (xx") = x" cos a, 
y — x" cos \yx") — x" cos ß> 
z es x" cos ( *.t") = jr" cos y ; 

x' — x" COS {X'x") S= jf" cos «, 

y = x" cos (/.r") = x" cos ß. 
y J s= x " cos (*'ar") =s x" cos y. 
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Setzen wir diese Ausdrücke in die obi»cn Gleichungen, so erhalten wir, 
nachdem auf beiden Seifen durch x" dividirt worden: 
cos « = A cos et B cos 3 -f- C cos 7, 
cosß = A' cos« + Ii' cosß -f" C 00t y. 
cos y =■ A"cw* -f- B"cosß + 6" cosy.; 
00« a = cos« + .^'cosß -\- A" co&y, 
cos 3 = B cos* + «' cosß B"cosy, 
cos y = C cos« + C cosß + Ccosy. 
Durch Addition und Subtraction dieser Gleichungen ergiebt sich: 
0 b — B) cosß + C) cosy, 

0 — (A' —E) cos« — (ß"— O) cosy, 
0 = (A"— C) cos« + (B"— CO cosß, 
2(1 — ^) cos« = (A'+ B)cosß + (^"+ C, cosy, 
2 (1 — #0 cosß = (A' + B) cos« + (B"+ C) cosy, 
2(1 — C'ycosy bss (A"+ C) cos * + (ß"+r') cosß; 
oder, wenn wir 

B sss p 9 C = 9 , B" — C ssi r; 

B = p; A"+ C =m f < t B"+ C ssi r* 

setzen: 

0 = /» cosß + <7 00S7, 
0 = /» cos« + r oosy, 
0 = 7 cos « + r *os ß, 
2(1 — ^) cos* = /»'cosß + /cosy, 
2 (1 — B') cosß = />' cos« + r' cosy, 
2(1- CO cosy = ?'cos* + r' cosß. 
Durch Auflösung der drei ersten Gleichungen findet man: 

- __ co» ß _ fO» a 

" cos y * " cos y* 

Zur Bestimmung der drei Gröfsen p, 7, r reichen also diese Gleichungen 
nicht hin. 
Da 

A = cos (arjrO, B' = cos (//O, & = cos (**') 
ist, so nehmen die drei andern Gleichungen folgende Gestalt an: 
2 sin «* cos « ( I — cos <p) = p' cos ß cos y, 
2 sin ß* cos ß (1 — cos q>) — p' cosa ■+ r' cos y, 
2 sin y* cos y (1 — cos <p) = y ' cos * -f- r 1 cos ß, 
und man erhalt durch Auflösung dieser Gleichungen: 
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, {sinn 1 co* tt* -j- »>p/? a co« ß* — »iny* cosy» ) (1 — co> y) 

r ~~ ~ co»a t08 ' 

, («in a* cos a* -f- »in y* cot y * — sin /?* cog ß 1 ) (1 — cot <p ) 
* ~ * ~" "" " unircoiy ' 

, (gin/? a cos/y-f-siny * cot y* — »in«* cot»») (1 — cot tp) 

r es — a ■ • 

cos cot y 

Weil aler bekanntlich 

cosa* -|- cosß 1 -{- cosy* = 1, 
cosy 1 = 1 — cosa' — cosß*, siny' » cos«' + oos 3* 
ist, SO ist 

•iny t cosy• = cosa^t — cosa*) -f cosß'Cl — cosß") — 2oosa* cosß* 
ses sin a 1 cos «• + sin ß* cos ß* — 2 cos «• cos ß\ 

Folglich ^' = 2 cos a cos 0 ( 1 — cos 

=■ 2 cos« cosy (1 — oos<p), 
r' — 2 cos ß cosy (1 — cos <P), 
wodurch also die drei Grö'üsen y', r' bestimmt sind. Es bleibt dem- 
nach blofs noch eine der Grüfeen />, r, z.B. />, zu bestimmen übrig. 
Man kann sich übrigens auch folgende Relationen merken: 
pcosa ss rcoay, /»•cosa* sas r" cosy", 
pcosß = — f cosy, /»•cosß* = p'cosy*, 
/»cosy = /»cosy, />' cosy* = p* cos/. 
Folglich durch Addition, zugleich mit gehöriger Vertauschung der Buchstaben: 

p — cosy.^Oi'-l-f'-f /•*), 
y 85s cosß./^-f^ + r«), 
r = cosa./^ + y'-f r'). 
4. 

Zur Bestimmung der Grote/» müssen vrir einen andern Weg einschlagen. 
Entwickeln wir nemlich x% y' t s', durch Elimination aus den Gleicbuugen : 

x mt Ax' + B y' + C »\ 
y = A' x' + B'y' + C 
i = A"x' + B"y'+C"z', 

so erhalten wir: 

(B> C'—C B") x -f <T\" C— C" m y + (B C v — C ß')z 
x — L t 

Li" C'-t- C"A')x+ (AC"— CA") y + ( A>C—VA\x 

y = \ l—Ll _ ■ , 

, _ (A'U"—B'A")x+(j4'' B-~ B"A)y-\- (A B'—BA')z 
X ~~ h * 
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wir 

L AB'V— A , BC"+A"B€'~ AB"C' + A'B"C— A"B'G 
Vergleichen wir diese Gleichungen mit den 
x' ss Ax + A'y -f- A"z, 
y' wm B x + B'y+B"z, 
«' a= Cx+ C'y + C"*, 
so ergeben sich die bekannten merkwürdigen Relationen t 

B'C"— CB" = LA t B"C- C"B = LA\ BC— CB' == LA" 
A"C'- CA' bs Z,*, Ost" = A'C-CA = LB"\ . . 

A'B"—B*A"=* LC, A"B—B"A=:LC' t AB'—BA'= LC". 
Aber bekanntlich ^ + ^/» + ^ ^ 

woraus durch Addition der beiden ersten, und durcl 
ten Gleichung sogleich folgt: 

Af + B % = 1 — A 9 — S" + C"\ 
Hieraus, verbunden mit der Relation 

A'B es AB'— LG", 
folgt: (A?-~B? sb 14. C'*—(A + ÄO* + 2 L C", 

C^'*^' = 1 + — J37+2LC", 

d. L nach (3.) 

/»• = fi + trr — (^+dt— 2(1^- £.)<?", 

Aber nach (3.) 

1 — 0" = 4 — cos sss sin — cos 0), 

^ — & = cos(xx') — oos( rr ') = —(«in ? — süiß«)(t— cos<p). 
Also 

(1_C'7~ B'y = Lsin^— (sW — sinß 4 )'r(l — cos<p)' 
= (sin y« + sin «* — sin ß«) (sinv» - sin « + sin 0*) (1 — cos <p/ 
= (t — cos«* — eosy'-f coaß')fl-- cosß 9 — cos/ + cos«*) (1 — coa<p) , 
= 4 cos«' cosß« (1 — cos <p)\ 

P lt = 4 cos«« oosß«(4 — oos?)* + 2 (1 — L) C". 
Nach (3.) ist aber 

p° = 4 cos« 4 cos ß' (1 — cos<p)\ 
Folglich 2(l-i)C"- 0 , 1-LaO, L=sl. Also 

Cf** Jo~ r „ t ; d . M . Bd VIII. Hft. 2. 21 
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Wie vorher ist 

1 + C =» 1 4- 00*(*O = 1 + cosy* + sin y' cos <P, 

A + B' = cos(xx') + oos(y/) = oo* *• -f cosß* -f (»">*' + ß'O ro *<?* 
t + C" + ^ -f Ti' = 1 + cos ** + cos 3' -f co* y» + («üj *'-f »in 3«+ sin /) cos $ 

=. 2(1 -fcos*}, 

l -|_ C" J — B' bs 1-f cos/—co8«"-co8ß« + (sin/— «n«*— «u 3'; «o* <P 

= 2 cos/ + 2 (sin y»— l;cos<p = 2 «»y (1 — oos<p). 
F.dghcb ^ Ä ( , + C /, + ^ + B0 (i + C'-.<_B') 

=s 4 cosy* (1 +cos<p)(l- -cos<p) s= 4 cosy* sin <p', 
p = + 2 cosy sin<p. 
Also, mittelst der Gleichungen 



co« MS « 



rosa irk v 

o — — p — - . r = /» (3.): 



p 7s= ±? cosy «in <p, 
• = + 2 cos 3 sin <£, 
r ==• + 2 cos « sin 
Femer erhält man aus (3.) leicht: 

jtf sss ;(/>+/), i(y + ?0, »"= 5(/-+^i 

B = i(-/»+,9, C i(-f+fOi C* i(-r + rO. 
Folglich 

^ = cos ( * — sin «* cos <p -f cos 

= cos(yjr') = ±co*y *\i\Q-\r cos* cosß (t —co«<p), 
A"z=z cos(l*x / ) = + cmß siu(p -h cos« cosy (1— cos <p), 
B' = coafyy') = sinß*co»$-f cosß*, 
Ä" = cos(*yO = ± cos* sin<p + cosß cosy (l-—eo*0), 
JB = cos(xv') = + cosy sin -f cos« cos 3(1 — coa<p), 
G" = cos(«') = sin/ cos 0 + cos/, 
C = co«(xs') = + cosß sin<p + cos« c>sy(l — cos<p), 
C ss cos(ys') = T cos « sin <?> + cosß cos y(l — cos <p). 
Dies sind die von Eulor gefundenen a. a. O. mitgetheflten Formeln. 
Drehungsaxe besteht eigentlich aus zwei Theilen, in welche sie durch den 
Anfang der Coordinaten geschieden wird. Dies ist der Grund der dop- 
pelten Zeichen. 

5. 

Diese Formeln sind eine Quelle mehrerer merkwürdigen 
nen, unter denen wir nur folgende bemerken. Bekanntlich ist 
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cosa*-f- cosß'-f oosy 1 = 1, 
sinft*-f sinß'+siny* = 3 — cos«*-— cos ß* — cosy* = 2. 
Hieran folgt mittelst des Vorhergehenden: 

l+^-f£'-J-C"= l+co8a < + cosß , -f-cos"/ + (sin«» + siuß' +• sin -y*) cos 0 

= 2(1+cos<*>), 

1 +A—B'— C" as i + cos *•— . cos ß' - - cos / + (sin «* — sin ß* — sin y*) cos <p 

= 2cosa*(l — cos<pj. 

Also 

l-M+B'+Css M = 2(l + cos<p), 
\+A—B'—C" = N = 2cos«'(l — cos<p), 
\—A + B'—C"=. P es 2cosQ*(1— c.os<p), 
1— ^ — ^'+C"= = 2cosy'(l — cos<p). 
Bedenkt mau nun, dafs 

(1 + cos<p) (1 — oos<P) ss sin<P* 
ist, so lassen sich die Gleichungen in (4.) auch so schreiben: 

2 Af = f(QJU) + /"(PA), 2 ,4" = - fiPBtU 

2 ß" = /W+ KP®, 2 = /-(P7V) - )T(QM) t 

2 (7 = /*(PÄ) + |T«Wi 2 6" ss ^(P(>) -*{MN). 

Sind also neun Gröfseu durch die folgenden sechs Gleichungen verbunden: 
^»+fi'-|-C* = i f + -fCC =0, 

A ,% + B'* + C" ss 1, + CC" = 0, 

^"*-f. 2*"*+ C" % = 1, + B'B" + CC" = 0, 

welche Gleichuu^eu wir aus der Theorie der Verwandlung der Coordi- 
naten im Räume als bekannt voraussetzen, und sind drei dieser neun 
Gröben, s. B. A > B' f C", gegeben, so können die übrigen sechs immer 
mittelst der obigen Formern gefunden werden. Man sieht hieraus, dal* 
diese Formeln, deren Erfindung von Herrn Professor Ritter Encke, La- 
er o ix und Andern, Monge zugeschrieben wird, mit den in (4.) bewie- 
seneu Euler'schen Gleichungen eigentlich identisch sind, und Eulor 
daher als der erste Erfinder derselben geuannt werden tnufs. Wie Monge 
auf die Formeln gekommen ist, scheint nicht bekannt geworden zu sein. 

Als eine bemwkenswerthe Relation kann man sich noch folgende 
merken : 

A'A' — BB = B"B" -CC = CC — A" A" 
= (A' + B) (A' _ B) = (ß" + V) (/?"— C) = (C + A") (C- A") 
= + 4 cos «cos ß cos y sin #(1 — cos <p). 



21 * 

* ' 
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12. 

Beweis des im zweiten Bande dieses Journals Seile J90. 
von Herrn Steiner aufgestellten Lehrsatzes No. 27. 
und Ableitung anderer ebenso einfacher Relationen. 

(Von Herrn Profeafor C. Gudermann in Cleve.) 
No. 1. 

Wenn zwei feste Kreise, deren Mittel puncto m und M und deren Ra- 
dien r und H sein mögen, von einem dritten, der Lage und Gröfse nach 
veränderlichen Kreise, dessen Mittelpunot p und dessen Radius * sein mag, 
(auf der Oberfläche einer Kugel) berührt werden, und man die drei Mit» 
telpnncte durch Bogen von Hauptkreisen verbindet, so ist offenbar 

rrifi = r± f und Mp = Ä + f, 
und das Zeichen -f zeigt dann öulserliche, das Zeichen — innerliche Be- 
rührung an. 

Werden die beiden Kreise um m und M vom Kreise um u gleich- 
artig berührt, so fei demnach 

Mu — mp = R — r, 
und ist die Berührung ungleichartig, so ist Mp + mp = R + r; daher 
ist der Ort des Mi'telpunctes p in beiden Fallen ein sphäri- 
scher Kegelschnitt, der die festen Mittelpuncto M und m zu 

Mm • 

Brennpuncten bat; die Excentrioität ist also = °* e «"-«Axedes 

Kegelschnitts ist aber ^p-, und aus diesen beiden Bestimmungen können 

bekanntlich die zweite Axe und die beiden Parameter hergeleitet werden. 
Man kann daher einen sphärischen Kegelschnitt erklären als 
eine Linie auf der Kugel, in der jeder Punct von zwei festen 
Kreislinien gleichweit entfernt ist. Das vorhin Gesagte gilt mit 
geringer Abänderung auch dann noch, wenn einer der beiden festen Kreise 
sich auf einen Punct reducirt, und sein Radius also =.0 ist. 

Wir nehmen jetzt mit Hrn. Steiner an, dal. sich die beiden festen 

legen, innerlich) der Berühr ungspun et heilte A, er Hegt mit m und M 
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In einem Hauptkreise und es ist mm die Excentricitat des Kegelschnitts 
offenbar 

Mm R-r _ m 
~ "2 * 

Der eben erwähnte Uauptkreis werde vom Kreise um m in B und 
vom Kreise um M in C geschnitten und es ist BC = 2 (Ä— r). Die 
Ellipse oder die Ortaearve des Mittelpunctes fi geht nun durch den Punct 
A und durch die Mitte too BC, welche D heifsen mag, und ihre grofso 
Halbaxe ist 

AD R+r 

Wird die kleine Halbaxe mit b bezeichnet und der Parameter der gro- 
ll +r 

cos — g 

faenAxe mit />, so ist bekanntb'ch cosä = ^ und also cos 6 = — ^— 

«0«— 5 

Diese Formel linst sich umformen in: 

tang|- - ^(tangf-tMgy). 

Für den Parameter P findet man die Formel tang/» = j^ r , woraus 

cotr-f" cotR 
= ^ 



Wenn man also zu den drei Puncten A, m, M den vierten 
Theilpunct zwischen m und M bestimmt , so ist er der MitteJpunct des 
Krümmungskreises der Ellipse für den Scheitel A ihrer grofcen Axe und 
«nn sphärischer Abstand von A ist also = />. 

No. 2. 

Da m und M die Brennpuncto der Ellipse und p ein Punct dersel- 
ben ist, so sind m fi und Mft die Leitstralüen, und indem wir f", 
Mti^ffy ferner den Winkel t*mC = v und fiMC = w setzen, haben 
wir die Formeln: 



cosw 



(nach $.73. meines Grundrisses der analyt. Sphürik), welche sich, wenn 
tang, = ^7^"' substituirt wird, omformen lassen in: 



102 l2 - Oudtrmann, Bewti» dt» LehnaUea Band 2. 5. 190. 

cot F = cot (a — e) lio + cot.(o -f cos | - , und 

col/r= cot(a — e)«K>s^ + oot(o4-e) 8in|l. 
im vorliegenden Falle iiaben wir also: 

oOt(r-f^) = votr siu-- -f cotffcos-^- , und 

cot(Ä — {) = cotrcos^- -f- cot-fl»in^-, 

da der Kreis um n den Kreis um /n iiufserlich, und den Kreis um M in- 
nerlich berühren soll. Aus diesen Gleichungen zieht man 

# „ „ w * ™t(r- f-f)— co tff ain(R — r— ?) sin r , 

,a °S T = c»tr-«ot(r+fl «* ' rio g ? 'sto*' und 
. n(j u>* _ cotr — cot(ff — sin (ff — r— () sin ff 

WDe 2 ~* cot (fr- {)— colff 83 tiof -ihT7 * 

Also ist 

tan, l . tang £ - ^ Ü^T « 

uuij, 2 .lang 2 f . n? , unu ^ _ g-jj. 



No. 3. 

Die vorhergehenden Entwickelungen haben kaum Bezug auf 
Beweis des Lehrsatzes, wozu wir jetzt übergehen; aber sie dienen »p 
bei der Herleitung anderer Gesetze. Fällen wir vom Centrum p auf den 
Hauptkreis AC ein Perpendikel oder eine Ordinate = ß , und setzen wir 
die vom Anfangspuncte A an gerechnete zugehörige Ahscisse — a, so ist 



oos(r + ? ) = oosßcos(r— *) und cos (ff— ? ) = cos 3 cos (i? — a), 
und aus diesen beiden Gleichungen zieht man leicht die Ausdrücke: 



welche sich durch Entwickelung reduciren auf 

>in(ff — r) 
sio (ff -\-r) 

2 8inffsior . 



• M «in(ff — r) . n . 

8,n ? = 7iofff+H 81n « CM ß> 



cos » - cos « cos ß = >t ' ( , ° /i _^'° ) r sin « cos ß. 

Nehmeu wir jetzt noch einen zweiten Kreis an, welcher die bei- 
den Kreise um m und M berührt, so liegt sein Mittelpunct ft' 
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Im Umfang« der Ellipse ApD; die Coordinaten de« Functes *' seien *' 
und ß' und der Radius dienen Kreises sei (>' ; dann ist auch 

. . tin (f?—r) . , ni , 
sin 0' bss . p , . sin *' cu*ß', und 

/ im 2 »in 7? »in r . . „. 

co» ß' — cos *' cosß' m tim{f )+ T) «" «' oos 0' ; 

und werden diese Gleichungen mit den vorigen zur Elimination von R uud 
r verbunden, so bat man 

»in f »inf co sf — ema c osß __ cosf — cos c' cot /fr 

tintt tina'c«>»|» , sin ■ cot p sin a' cot/» * 

Wird die zweite Gleichung durch die erste dividirt, so erhalt man 
nach einer leichten Umformung: 

8iu(f~ {') = sing cos a'nosfl' — sin ^' cos« cos ß, 
und wird diese weiter mit der ersten combinirt, so erhält man die bei- 
den Formeln: 

ainaainCf— ff.) = sin? cosß sin (* — «'), 
C08«sia(^— ß') bss sin cos ß' cos (*—<*') — *in^' cos ß. 
Werden sie quadrirt und dann addirt, so erhält man: 
sin (ß — »y = sin f cos ß"— 2 sin ß sin ß' cos ß cos ß' cos (* — »*) + sin oos 3*. 

Sollen nun die beiden Kreise (u) und (V) nicht nur die Kreise 
■ und (M') berühren, soudern sich ausserdem selbst berühren (üufser- 
lich), so mufs die Entfernuug ihrer Mittelpuncie von einander fifi' = * + <?' 
•ein, oder also: 

cos(f-f-^ / ) ss sin (3 sin ß' + co *ß «osß' cos(« — *')• 
Wird aber in der vorigen Gleichung der Werth cosß cosß' oos(ot — et') 
aa cos(^-f-?0 — sinßsiuß' substituirt, so erhalt mau uaoh einiger Roduo- 
tion die Gleichung: 

(sin^sinß' — sinf'Binß) , = 4 sinf* sinf 

und also, wenn die Quadratwurzel ausgezogen wird, 

lte£ tin£ 0 
tiaf "~ tinß X ~> 

welches die Formel des Hm. Steiner ist. Über die vork ommende Zwei- 
deutigkeit kann leicht entschieden werden. Wenn der Kreis (/*') dem 
Puncto A uäher als der Kreis (/*') ist, so ist die Formel : 
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No. 4. 

Wir leiten aber noch eine Gleichung her, weiche das Gesetz der 
Succession der Kreise <>) und (/*') auf eine fast noch einfachere Weise 
ausdrückt. Ziehen wir den Leitstrahl w/* = r-f-{ und setzen wir wie- 
der den Winkel pmCxav, so ist offenbar 

sin(r-f-f) sinf =s sin^, 
und wird diese Gleichung mit der Gleichung 

cot(r-f- ? ) = cot r sin ^ -f cot Ä cos y 

multiplicirt, so erhalten wir die zweite Formel 

oo»(r+ ? )sint; — (cotr ain^ + ootil cosy) sinß, 

und aus ihnen zieht man nun leicht den folgenden Ausdruck: 

■in ß _ 2sinit v 
siof ~~ sin(Ä— r) tan 8 2' 

Ziehen wir nun auch noch den Leitstrahl rrtfi* und setzen wir den Win- 
kel fimCset/, so ist ebenso 

•inj»* 3»inR , 

Siaf «io(Jt — r) 1 ™* 2 5 

und werden diese Ausdrücke in der Gleichung ££==£f + 2 substkuirt, 
so verwandelt sie sieh in die folgende: 

tang^ = tang^-f ^ R . 

[Die analoge Formel der Planimetrie ist tang^ tangf + ^ und scheint 

ebenfalls neu zu sein. J Wir hätten diese Formel auch auf eine urspriinghche 
Weise, und aus ihr dann die Formel des Hrn. Steiner herleiten köunen. 

Nehmen wir nun eine Reihe von Kreisen, deren Mittelpuncte ft, 

t 1 x 

/*» • • • • f- ^ein mögen, an, wovon jeder den auf ihn folgenden und zu- 
gleich die beiden Kreise (m) und (M) berührt, so hegen ihre Mittelpuncte 
der Reihe nach im Umfange der Elb'pse, von D nach A hin gerechnet, ver- 
theilt, und der elliptische Bogen ftp*w«*»f? wird dadurch in x Tbeile 
■ getheilt, dergestalt, dafc die Winkel pmC = v, ptnC=zv y pmV = v, 

fimCiszv, .... pmC=i v das durch die folgenden Formeln ausgedrückte 
Gesetz befolgen: 
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* «I sin H 

l 

v 

2" 

fang J = tang | + 



1 i 



JC-1 



sin /? 




sin(R — 


■r) 


sin R 


> 


sin (fi- 




sh. A 


» - 


sin (Jl — 




sin Ii ' 



Durch Addition dieser Gleichungen erhält maTalso: 
fanget; = tang jv-f * «n(R— r ) 



sin Ji » 



Die Gröfsen tangl, tang^, tang^, „. 8 . w . büden a , go ^ 
arithmetische Progression, welche ins Unendliche fortge- 
setzt werden kann; dahei werden aber die Winkel i- Vf £^ 
v—v,v—v,u.b. w. immer kleiner und kleiner ie ir.». r , 

werde» .„ch dle ,Uip,M,e» Boge« ^ £ £ £ u . ,. „. 
"^e Ba ' Ke " ? ' f ' " f ' « «" - «eine, » 

, Z i el " n,an ™ dem ■*•««■ Brennpunote * die Letatrahlee M h , 
M>>, JW«, .... Ml, und »elzt man die Winkel n.MC=«, ( pMC^i 

if.m=w, .... ^Mc=w, M n<1 man Mch Nw 

1 



und^e. die« ^ slllM , ituirt , „ ^ _ ^ »| 



sif»C/? — r ) 
siur * 



»ngf = ,ang f + Ulld tog . Db , nl! - +x 

No. 5. 

Mir können jetzt „och weiter gehen und eine Formel herleiten 
Ausdrucke des Gesetzes, nach welchem die Radien , / I 

**** W„J C. M. Bd. VHI. HA. 2. y ' 
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No. 4. 

Wir leiten aber noch eine Gleich 
Succession der Kreise O) und [>') 9 
ausdrückt. Ziehen wir den Leitstraf 
der den Winkel nmCn=v, so ist 

sin^-f-f^ 
und wird diese Gleichung mit d 

oot(r+ ? ) r 

multipUcirt, so erhalten wir 

ooa(r-f ? )sin 

und aiu 



oh No. 2. 



otr— coi 



Ziehen wir nun 

kel fimCsxv' { 



uud wer d 
so very 



-ll+^Ccotr — cot/?). 

,gen werden. Wenn nemlich 
j ; aommeu wird, so ist v = w=0 
,em Falle 



jt. 



sin /? * 
sin r ' 



cot f = cot(/i — r) -f je*, (cot r — cot Ä). 



»ie Formel -1 *• allgemeinere + 2* 

re duciren sich auf sinß = 2si n ; und sin (5 = x. sin f, weil nun 3 = 0 ist. 

Ein bemerkenswcrther anderer Fall ist der, wenn ß = ? ist und 
a | s o der Kreis um p den Hauptkreis JBDC ebenfall* berührt. Es ist nun 

t » _ *jl£ R - r ) un d also 
tan g 2 2*io/l 

K ir»ß = (2x+l)sinf, 
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tangl 
tang 

»er Werth * 



13. 

der Fuhrwerke. 

nutlein zu Berlin.) 



ist 



( 



XL 



i 



5> — 001 

Zusan. 

m, wovon die c 

. Inneren des letzten i. 

halten sind. Man kann nu. 

Radien als gegeben betrachten u 

I - ' -Tiden Berührurigskreises herleiten. 

i 

cote = a, cot^ = ß, cotr=, 



n niedrige an Zugkraft ersparen, 
wie viel durch Vergrößerung 
c einer Strafse, deren Abhang 
( werden, an Kraft erspart 
v zu bedürfen. Das Fol- 

- ' \ zweirädriger Fracht- 
? I > genommen mit dem 
] 4%eilt ist, daTs der 
^ \ ttelliiiie der cy- 
■ \ »"ner als eine 
Inhalt 



5 \ uzen 



so ist 



und 



das 



cot(Ä-r) = Z£±!, 
cot ? — cot(Ä — r) = ZZZZ°°LZZ*ZZl 9 



y—x 

Erhebt man aber die oben stehende Gleichung zum Quadrate, so findet 4 

cot f — cot £ — cot / -f cot R bb 2 ^[cot £ — cot(Ä — r)]. /■(cot r — cot JJj, 
oder einfacher 

ß-*— y + x«=2/-(*y-«x — yx — 1). 
Wird diese Gleichung in Hinsieht auf x aufgelöset, so erhält man 

x = — («+0+y)±2v r («ß+«y+ßy~O- 

Die eine Wurzel ist cotÄ selbst, die andere aber ist die negative Cotan 
gente des Radius R' eines Kreises, welcher kleiner als der vorige 
ist, und die drei gegebonen Kreise äufeerlich berührt; also ist 

22» 
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der Kreise iim /*, M> f*> u » «• w ' fortgehen. Da nemlich naoh No. 2. 

«-«!.- ^ g^-i'df) 

ist, ao erhalt man durch Substitution dieser Werthe die Gleichung 

und diese Gleichung läßt sich uniformen in die folgende 

/-[cotj-cot(ß— r)] = /[cot f — cot(Ä — r)] + /-[eotr-cotfil; 

ganz eben so erhalt man auch noch die Gleichung 

^cotf-oot(Ä-r)] = ^[cot ? -cot(Ä-r)] + *^[cotr-cotR]. 

Diese Formel läfst sich unter folgende Form bringen: 

cot^cot f + '^^[(cotr-cotÄ)cot ? -coti?cotr--t] + ar , (cotr-ootm. 

Ein besonderer Fall darf hier nicht übergangen werden. WennnemHeh 
der Mittelpunct fi in AC und also in D angenommen wird, so ist v — w—0 
und az=zR — r; also hat man in diesem Falle 

tangiu = x. ,. nÄ , 

tADgi w = x. 8 . nr , und 

cot ( — cot(fi — r) -f x\ (cot r — cot Ä). 

x 

Die Formel ^=^|+2 und die allgemeinere ^ = 9 £- ? +2* 

re duciren sich auf *£-*hf und sinß = *.sin f X , weil nun ß = 0 ist. 

Ein bemerkenswerter anderer Fall ist der, wenn ß=j ist "»d 
al8 o der Kreis um p den Hauptkreis ABDC ebenfalls berührt. Es ist nun 

_ v ^.( R Tr) und 
tan g j 2sin/l 



»in ß = (2x-f l)sin ? 



X 

» 
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tangi^ - _ (2x+l).tang-f, 

******* (*+f).^£=^ = (2*+D.ta D g|L . 
Der Werth von £ findet sich nun aus der Gleichung 
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man zieht 
und es ist also 

«*'< - ««c-o+ ri'is'") ' «*'—**)• 

No. 6. 

Die Formel 

/■lcot ? —cot(Ä — r)] = ^fcot ? — cot(Ä — r)] + ^[cotr— coti?] 
kt einen Zusammenhang unter den Radien ? , ? ', r, Ä von vier Krei- 
sen aus, wovon die drei ersten Kreise einander ütdserlich berühren, und 
im Inneren des letzten Kreises, der einen jeden von ihnen berührt, ent- 
halten sind. Man kann nun die drei ersten Kreise oder vielmehr ihre 
Radien als gegeben betrachten und daraus den Radius Ii des sie einschtie- 
fcendeu Berührungskreises herleiten. Setzen wir «ur Abkürzung 

cot? = a, cot{ = ß, cot r = 7 und cot R = x, 

so ist 

Cot(Ä-r) = Z£±!, 

und 

co t ? — cot(Ä — r) = £LZffLZ££zÜ. 

y—x 

Erhebt man aber die obpn stehende Gleichung zum Quadrate, so findet man 

cot ? — cot ? — cot r -f cot R — 2 /[cot^ — cot (Ä — r)] . ^(cot r — cot R) f 
oder einfacher 

ß — a— y-f-x «= 2y^(«y — ajr ~yx — 1). 
Wird diese Gleichung in Hinsicht auf x aufgelüset, so erhält man 

X = _( Ä + ö + y) ± 2^(*ß + «y + ßy— 1). 
Die eine Wurzel ist cot R selbst , die andere aber ist die negative Cotan- 
geute des Radius R' eines Kreises, welcher kleiner als der vorige Kreis 
ist, und die drei gegebenen Kreise äußerlich berührt; also ist 

22* 
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cotÄ = — (*+ß+y)+2/(«ß + *y + |3y — 1) und 

cot*'= «+ß+y +2vT(*ß+« 7 +ßy-i). 

Setzt man im analogen Falle der Planimetrie * = -i,ß = -py=y,so 
findet man: 

± = - (a + 0 + y ) + 2^(*ß+«y + ßy) und 

JL = a + ß+y + 2^(*ß + «y + ßy), 

welche Formeln nicht viel einfacher sind als die vorigen, und mit den 
von Herrn Steiner im ersten Bande (Seite 274.) dieses Journals für die 
Planimetrie hergeleiteten Formeln übereinstimmen. 

Wenn wir nun die frühere Annahme , da£s sich die beiden Kreise 
um m und M innerlich berühren, aufheben, und dagegen annehmen, dafs 
sie sich auf ihrer convexen Seite berühren, so lassen sich ähnliche Ent- 
wickelungen machen, worauf wir hier aber der Kürze wegen nicht wei- 
ter eingehen. 

Im März 1831. 
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13. 

Zur Theorie der Fuhrwerke. 

(Von Herrn Dr. Dietlein zu Berlin.) 



Die Meinung, dafs hohe Wagenrüder gegen niedrige an Zugkraft ersparen, 
ist zwar ziemlich allgemein ; aber die Frage, wie viel durch Vergrößerung 
des Halbmessers der Rüder eines M agens, auf einer Strafse, deren Abhang 
und üuebenheiten als gegeben angenommen werden, an Kraft erspart 
wird, scheint noch einer genaueren Untersuchung zu bedürfen. Das Fol- 
gende ist ein Versuch der Erörterung dieser Frage. 

Um die Rechnung zu vereinfachen, soll nur ein zweirädriger Fracht- 
karren betrachtet werden, dessen Ladung zusammen genommen mit dem 
Gewicht der Karrenbüume, der Achse u. s. w. so vcrtheilt ist, dafs der 
Schwerpunct der ganzen Masse in das Loth durch die Mittellinie der cy- 
lindrischen Achsenschenkel füllt; die beiden Rüder sollen ferner als eine 
volle Scheibe, deren ganze Masse gleichförmig auf ihren ganzen Inhalt 
vertheilt ist, angesehen werden. 

Der Halbmesser des Rades sei = r; 

der der Achsenschenkel und der Büchsen ={; 

die Entfernung der Kanten zweier Strafsensteine, zwischen denen das 
Rad die Oberflüche der Strafse nicht berührt, = 2e { 




das Gewicht des Wagens, mit Ausschluß der Räder und mit Einschlufs 

der Wagenlast, = L; 
die auf die Mittellinie der Achsenschenkel reducirte träge Masse dieses 

Gewichts — ff; 
das Gewicht des Rades —G; 

die auf die Entfernung r vom Stützpuncte, also ebenfalls auf die Mit- 
tellüuo der Achsenschenkel reducirte trüge Masse der Räder — R ; 

die Geschwindigkeit der Mittellinie der Achfenschenkel aro Ende und 
Anfange des Bogens r<p (Taf. II. Fig. 1.) resp. =C und u; 

im Anfange und Ende des Bogens r 4> resp. = v und C ; 
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die Kraft welcbe unveränderlich wirkt, während die Mittellinie der Ach- 

senschenkel den Bogen r<p durchlauft, :=/>,• 
für den Bogen r4> = P; 
der Neigungswinkel der Strafte = K. 

Die beiden zuletzt erwähnten Kräfte bleiben zwar nicht immer mit 
der Oberfläche der Strafte parallel, indem ihr Angriffspunct nicht in un- 
veränderlicher Entfernung von derselben bleibt; allein die Veränderungen 
dieser Entfernung sind so unbedeutend, dafs sie außer Acht gelassen wer- 
den können. 

Befindet sich nun die Mittellinie der Achsenschenkel im Endpuncte 
des Bogens r$, so wird sie nach der Richtung der Tangente dieses Bo- 
gens von einer Kraft 

p cos(<p -f A) stn<p 
fortgetrieben. Davon wird aber ein Theil durch die Reibung im Um- 
fange des Achsenscheukeb aufgehoben, und dieser Theil ist (wenn p den 
Frictions-Coefficienten bedeutet) 

^ (L cos<p — p sin(<p -f Ar)), 

weil die Seitenkraft G cos 6 das Rad nur gegen den Stiitzpunet A treibt. 

Die ganze bewegende Kraft ist daher - 

/»cos(<p + A) + ^-p sin(<p+ *) + (L+ G) sin<p - Ät L oos<p. 

Diese mufs die Geschwindigkeit u der trögen Masse Ä, wäh- 

rend dieselbe den Bogeu rdq> durchläuft, um du verändern, wozu eine 
bewegende Kraft 

gehört. Daraus erhält man die Gleichung 

1 . p cos sin m k) + (L+C) sin <p - ^ L cos <p = ^L^+Ä), 

und, wenn man integrirt, 

, sin (<P+ A) - cos (0+ A) ^ 

Für <p = — A ist u = C, also 

-.^^-.(L + CJoosA+^LsiuA-^^+iO m Const. 
und vollständig 
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y»*in(<P:r*) + 7^ [l~cos(<p+Ar)]+(L+G)(co»/r— cw9]—?lL[»mk+ «in<pj 

Für <p = «—Ar sei u = U, so ist 

^(^.Ä)==^si n .+^(l_oo« f )+(L + G)[ W > 9 Ä~co S ( e -^ 
- « L [sin k + sin (.- Ar)] + £ Jfc 

Aber p ist die Kraft, welche mit dem Widerstande des Wagens 
auf der schiefen, vollkommen ebenen Fläche in Gleichgewicht ist; also ist 

, = ^ + (L+G)sin* und 
Sl ( 4T+ Ii) = «ti L sin e -f (L+ G) sin * sin * + ^ L ( 1 - oos .) 

+ G)sinA(l — cosr) + (£+ G) [cos/t- cos (f-A)) 

-^Z, [sin* + .*(.--*)] +|L(^ + Ä), 

oder 

2 . ^(^+^ = I».2sii$t[^^eosif8in|^+«fa{e(ooaÄ+^^)] 
-f - G .2 sin | *«[cos * + ~ s "» *] + «)• 

VerfShrt man in Bezug auf den Bogen eben wie bei dem Bo- 
gen r<p, und l>erücksichtigt, dafs BQ negatir genommen werden mufs, 
weil «J> der Richtung der Kraft P entgegenläuft, so erhält man, statt der 
Gleichung (1.) 

3. Pco*(*-A)- Psin(^-A)_ (L +G)sin ^ — — L cos^ 

und wenn man integrirt 

Psin(*— A) + ^Pcoa(£— A) + (Z, + G)cos4-^L8invJ/ 

= -^.(^+Ä) + Con.t. 
Für <|/scÄ ist v—C, also 

^P + (L+G)cosA-^LsinA4-^.(^+Ä) = Const., 
und vollständig 
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/>wu(*— *) — «j£ P[i -cos(dv— A)J — (Z, + G)[cos^~oo»^] 

+ ^Lfsin*--sm^]-£^+A) = _ 

In dem Augenblicke, wo die Mittellinie der Achsenschenkcl in C 
(Fig. 1.) ankommt, hat sie die Geschwindigkeit £7, nach einer autAC nor- 
malen Richtung. Da zugleich das Rad gegen B fällt, so wird die Bewe- 
gung der Mittellinie nach der Richtung BC aufgehalten, und kann nur in 
einer durch C auf BC normaleu Richtung fortgehen. Die Seiten-Geschwin- 
digkeit aher, welche nicht aufgehoben wird, ist 

U cos ACB bs U cos 2 s = U ( 1 — 2 sin »•), 
und daraus folgt 

v =* #-(l_2sin5«) für * = * + A, und 

4. Psins — ^P[l~ cos*] — (£ + G)[cosA — eos(*-f *)] 
+ M L [sin Ar - sin + /<)] - £ (//"+ R) = -4j£ <*- 2 si ° 

Setzt man in (4.) den Werth von ^ {Jr+R) aus (2.) so erhalt man 

P.2sm^[cos^-^sm^]-L.2sin^[8in(A + 40+^.cos(A + ^)] 
— G.2sinJesin(Ar-K0— £L(fr+R) 

= ~(cos20 , {L.sin5 f [^cos^ f smiÄ , + •in{ ^ (cosÄ-^^f , )] 
+ C . 2 sin f * [cos* + ÄS „in } -f- JE! Ii), 

und hieraus 

7,.2sin i*[siii(fc+ ^cos(Jt+i* ^(cos?*) 1 ^ «»§«»!□*** + »ioif(cos*+ ^£))] 
+ G.2 »in i*[tia(*+ J«)-(co»2* / »^(«»H ^ »in *)] + (1- c M 2*') ~(ir+R) 

oder 

X -r^ cos(*+;*)-.(co» 20' cos I« »in »in {« («,» * + 

+ ©[»in (* + «<) - (COS2*) 1 «ini* («o» * + ^»in *)] + 8 sio |« cos J*> (W+Ä) co» #« 

= „ — — ■ — • 

cos^* — — i »inf* 
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Aber C ist nicht die Geschwindigkeit, mit der sich die Mittellinie 
der Acbsenschenkel , gleichlaufend mit der Oberflüche der Straüse bis zu 
dem Augenblicke bewegt, in welcher das Rad um A sich zu 
fängt und welche c heften mag. — Unabhängig von der 
gung des Rades bewegt sieh die Masse L + G mit der Geschwindigkeit r, 

und dazu würde eine bewegende Kraft =j^(L+öj gehören, 

Geschwindigkeit c am Ende des von der Masse L + G 

Raumes 3 erlangt sein soll. AuCterdem aber wird auch noch 

umgedreht, und dies könnte geschehen , indem man die Mittellinie der 

Achsenschenkel gleichlaufend mit der Strafte fortbewegte (was ohne Rei- 

e* 

bung durch die Kraft -j-—;(L-{-G) geschehen würde, wenn man zugleich 
ein um den Umfang des Rades gewickeltes, vollkommen biegsames Seil 
ohne Schwere, an der Oberfläche der Strafte befestigte und mit der er- 
forderlichen Kraft spannte). Die letztere müftte, da die auf den Umfang 

reducirte träge Masse des Rades =\G ist , = . y sein, und der in 
der Mittellinie der Achsenschenkcl wirkenden hinzugefügt werden. Die 
ganze bewegende Kraft, welche in dem Augenblicke wirkt, wo sich das 
Rad sich umAzu drehen anfängt, ist daher = (L -f- IG) *), und diese 

*) Dies läßt sich auch so erklären. Offenbar beschreibt jedes Element des Ra- 
des, bei der Umdrehung eine gestreckte Cykloide (e'picycloide raccourcie). Der An- 
fangspunct der Abscissen der letzten gestreckten Cykloide, welche da« Element e des 
Bades (Taf. II. Fig. 2.) unmittelbar vor i einer Ankunft an dieser Stelle beschrieben 
hat, sei a; die Abscisse *; die Ordinate / ; Bvtm ^Bx^+By*) der Weg, den e in 

einem Zeit-Elemente Bt mit gleichförmiger Geschwindigkeit || durchläuft Setzt man 

den Wälzung&winkel = if ; den Abstand des Elements e vom Mittelpuacte des erzeu- 
genden Kreises (oder den Halbmesser des beschreibenden Kreises für das Element ) 
tSftr'j die Dicke des Rades bD, und das Gewicht einer Einheit des Körpertnaafses 
von der Materie desselben = y . so wird die Masse des Elements e durch r'.Bqt.Br'.Dy 
ausgedrückt. Da dx= r'sinqp dy> und Byt&rBtp — r 1 cos <p B ip, so ist 

d «* sä (/* sin ff* + r*— 2r r 1 cos <p -f r" cos <jp») 8 q>> = (r'+r» —2 rr* cosf/)de; a . 

Daher ist das Moment der Trägheit des Elements e = U~- = dM.c*, wenn M die 

aaf die mit der Geschwindigkeit c sich bewegende Drehachse des Rades reducirte 
träge Masse des letztem ist, also 

SM — r,J y- 3r,|B y ('•M-r' 1 — 2 rr> cos <p) C 7>» 

Aber c.8*=er.dq» also 

BM m r ' d V- h r '" Dr >a + tl " 2 rrteost f) 

d. M. Bd. VDL Htt. 2. 23 
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geht auf die Masse über, die aber nun nicht mehr X-f-jG ist. sondern 
ff-^-R. Hat diese Masse die Anfangs - Geschwindigkeit C, so ist die be- 
wegende Kraft =^jl(/f-f R), und da diese keine andere ab die vorhan- 
dene ist, so erhalt man: 

uud das dritte Glied im Zahler des Werthes von P in (5.) ist 
= ? ^(L + *G)ll-(l-2sinO], 

also endlich 

lJ L »in(*+j«)+^cos(H^)-^ 

+G[si D (fc+iO-(co»2/)Si n ^(c^^ 

cosj« — Ei sin i/ 

r 

Integrirt man in Bezug auf <f> und dtp, so erhält man 

dM = r '' ~~ D> ' [(r»+H') f — Irr* siny]; 

nud zwar rollsländig. weil Const. = 0, indem die rechle Seile der Gleichung = 0 i»l 
für f = 0. Der Ausdruck raufe genommen werden bis 9 = 2*, und es ist 

d M a= p'- K 3 r* (r» +0 2 *. 

Integrirt man nun nochmals für ein veränderliche« K, so erhält man 

und zwar vollständig, weil 70 = 0 für r'srO, also Const. =0. Dieser Ausdruck 
von M raufs genommen werden bis r' = r, und dann ist 

M=D,«.£ Dyrr.2r»(}+i) = lr>«D y =*G. 

*) Dies kann man sich auch so vorstellen. Die Masse L-\-\G hai die Ge- 
schwindigkeit c. Daher ist für dieselbe die lebendige Kraft BS üdjl^— c ■ , wo £ 
die Beschleunigung der Schwere bezeichnet. 

In dem Augenblicke, wo die Umdrehung in A (Fig. 1.) anfangt, verwandelt 
sich die auf die Drehachse reducirte träge Hasse in ff + R, und auf diese wirkt nur 
die Kraft, zu welcher die vorhandene lebendige Kraft gehört. Wirkt« JF+R 
d„ L-f-JG entgegen mit der Geschwindigkeit C, so mühte für das Gleichgewicht 
die lebendige Kraft von JF+R der von L + \G gleich sein, also 

(L + jG)c> <fF+R)C* 

*e ig 



Digitized by Google 



13. Die tiein, zur Theorie der Fuhrwerke. 



175 



Hierbei ist zu bemerken, dafs \G — R ist. Wird nemlich, wie im 
Eingänge erwähnt, das Rad als eine Scheibe angesehen, deren Halbmesser 
= r und deren Dicke = D ist, so ist (Taf. IL Fig. 3.) der Inhalt des Aus- 
schnitts ABC'=A ma z'(p. 

Aber x = 2 r cos <P , also 
A = 4r'co«<p*.<P; dA = 4/- t (cos<p* — 2 <P cos <p sin <P) BQ, 
und das Moment der Trägheit des Elements 

z'dA.Dy — IGr'Dy ( C os<p 4 — 2 <p cos sin <p) 3 <p, 
wo y das Gewioht einer Einheit des Körpermaafees von der Materie des 
Rades ist. 

Die Integration giebt das Moment der Trägheit für ein Prisma, dessen 
Grundfläche der Ausschnitt A t dessen Hube £>, und dessen Gewicht ADG = 
16r 4 D7(4cos<p*(pH-^sin4<p + ^sin2(p + 1 » jr <p) + Const. ist. 
Es ist =0 für <p = 0, also Const. =0, und wird genommen bis 
<p = -£; daher ist das Moment der Trägheit des ganzen Rades, oder 

r'R = 16r«Z)y^ = lr**Dy *= |r'G, also R = |G. 

Für c = 0 wird P = • . Man könnte zwar das Differential des 
Zählers und des Nenners für ein veränderliches t suchen, und in dem neuen 
Bruch £ = 0 setzen. Dies ist aber weitläufig, und mag unterbleiben, weil 

sich leicht übersehen läfct, dafe für *=0, P = tSh + (L + G) sin* wird. 

Für r = oo ist £ = 0, aber G = oc, und daher P = ^^. Hieraus 

folgt zwar noch nicht mit Bestimmtheit, dafsP=oo ist, aber es läbt sich 
leicht übersehen, dafs für rs=» sein mufs 

P — i^ + ( L + 00 « w Dy)sinA ssb «,, 

so lange k nicht = 0, oder der Weg nicht wagerecht ist. 

Da sin« = -^-, und sin*^ 1, so mufs auch P für oderr<« 
unmöglich werden. 

Für r = e, also sin t = 1 , cosf = 0, wird zwar, wenn man (6.) 
unverändert beibehält, 

L [sin k(l-ö) _C£ (1 _ co, *)+££(<»•*-££) - Q [.i„ k (l+ 



23« 



Digitized by Google 



176 13. Dietlein, zur Theorie der Fuhnvtrke. 

und für A: = 0 

r T 

aber man mußt bedenken, dal» von s = — an die Mittellinie der Achsen- 
schenkel ein Bestreben hat, den Halbmesser BC nach unten zu drehen, 
so dafs von hier an U* in (2.) negativ gesetzt werden mufc, und die Gl ei- 

chung (0.) für e^>-'^ nicht mehr anwendbar ist. Da solche Fülle nicht 
vorkommen, so scheint es nicht nüthig die Untersuchung darauf auszudehnen. 

Da für r = oo nur £>0, P= oo ist, so ist abzusehen, dafs für 
irgend einen Werth von r, P ein Kleinstes werden müsse. Wollte man 
aus (6.), nachdem man darin statt G seinen Werth r**Dy gesetzt hätte, 

4--- suchen, und = 0 setzen, um eine Gleichung für r zu erhalten, so würde 

dieselbe von einem sehr hohen Grade sein, da sin s = ^ und cos - = \ { ) — ' ) 

werden mülste, und wenigsten» wird nicht allgemein sich Enden 



für welchen Werth, oder für welche Werthe von r, ^JjO wäre. 

Es scheinen daher nur Versuchsrechnungen übrig zu bleiben, von 
welchen hernach ein Beispiel vorkommen soll. 

Vorher mag noch bemerkt werden, dafs für 4 = 0, also für eine 
wagerechte Strafte, die Gleichung (6.) sich in 

L [»in J * + ^co» i t- (co«2*)« ftlai * (l+*^r*)] 

+G [»in 1 1 — (co» 2 *) a »in i '] + 2 sin J t co» \ * 1 cos e • — (L -f J G) 
i> = ~ *~ 

verwandelt. 

Um die folgende Zahlenrechnung, wo P aus (6.) für r «ss 2', e =0,1', 
sin * =^p = 0,05 und sin A = 0,05 gesucht werden soll (was einem 
ken Abhänge des Wpges und einer sehr rauhen 
leichtern, setze man in (6.) ff==Ar, so erhält 

X,[«in|* + ^cos|*-(co«2*) a (^^ 

-t-Gltinl* — f cos 2*) sin|fc (co« ,j„ k) ] + 2 li n §X reo s |* 7 — (L-f|G) co« *• 
g P_ r £1 . 
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Setzt man hierin £=12000 Pfund (was etwa für einen schwer be- 
secbsspännigen Frachtkarren gilt) , G s t*nD y = 4 . ? . { . 100 Pf. 
= 628,6 Pf., p äs 0,1, f 3=0,1', c = 3 Fuls und # = 15,625 Fuls, so er- 
hult man 

p 662,66892-1-31,57288+185,85360 880,00540 _ ^ --^ pf 
0,99968747 ~" 0,999G»747 eöU,J/J0ri. f 

also auf jedes Pferd 146,7289 Pfund. 

Wird aber r=3 gesetzt, also in (6.) G = 9.V. J. 100 = 2121,4, 

7 V, und läfct man alles Übrige unverändert, so erholt 



p — 640,662552 + 106,206171 + 97,043844 . 843,9125 67 _ " fi p 
^ 0,99980543602 Ü,9y9.S0543682 ö**,U/DO CT. 

Es wird also durch Vergrößerung des Halbmessers von 2 Fu£a auf 

3 Fufr 880,3736—844,0766 = 36,297 Pfund, also beinahe £ der 

4 Fuls hohen Rüdem erforderlichen Kraft erspart. 

Daraus sieht man, wie vorteilhaft hohe Räder gegen 
sind. Viel über 6 Fuls im Durchmesser werden die Rüder nicht sein kön- 
nen, weil für solche Rüder schon 

«l£ + (L + G) sin k = 746,07 Pfund 

Kraft nöthig sind, und, für ein gröberes r, P wieder zunehmen müfste, 
wenn so hohe Rüder auch nicht, wie es der Fall ist, andere IS ach - 



Der Vortheil, welchen die Vergrößerung des Halbmessers des Ra- 
des, in Bezug auf die Unebenheiten der Stralsen gewährt, füllt noch mehr 
in die Augen, wenn man den Tb eil der Kraft besonders berechnet, der 
darauf verwandt wird. Für die 4 Fuls hohen Räder ist 

^ L + (L + G) sin k = 691,430 Pfund, 

also die Kraft zur Überwindung der Unebenheiten der Oberfläche der 
Strafte = 880,373 — 691,430 = 188,943 Pfund. Für die 6 Fufs hohen Rü- 
der aber nur 844,07 — 746,07 = 98 Pfund, also nur die Hälfte von der 
vorigen. 

Übrigens wird die Dicke der Rüder kaum, wie oben angenommen, 
im Verhältnifs der 
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14. 

Einige Sätze aus der Geometrie der geraden Linien. 

(Von Herrn Prof. M. L. Frankenheim zu Breslau.) 



1. Über Coordinaten-YerÜnderung. 
IVXan ist in der Kristallographie oft geuöthigt Coordinaten- Veriinderun- 
gen vorzunehmen. Da die bisher bekannten Formeln nicht überall, be- 
sonders bei schiefwinkligen Axen, geniigen, so theile ich die folgenden 
mit, die für alle vorkommenden Fälle ausreichen. 

1. Die Coordinaten eines Punctes (A) nach den Axen S, T, R zu 
bestimmen, wenn seine Lage nach den Axen A , Y, Z bekannt ist. Beide 
Axensysteme durchkreuzen sich in demselben Puncte (C). 

Die Aufgabe kann gelüset werden, sobald von drei Puncten die 
Lage nach beiden Axensystemen bekannt ist. Die Fälle, wo diese Be- 
diDgung nicht hinlänglich ist, ergeben sich aus den Gleichungen selbst. 

2. Die Coordinaten der drei Puncte 

nach der Axe X sind <r, a', a'\ 

- - - Y - b, b\ 6", 

- Z - c, c', c", 
nach der Axe S sind rf, d', d", 

- - - T - e, e\ e", 

- - - U - /,/',/". 

. Die Entfernung der drei Puncte von C = g t gf s g" sind Functionen von 
o, o' u. s. w. und der Winkel zwischen den Axen X t Y t Z. 
Die Coordiuaten des Punctes A für 

das erste Axensj'stem x, y, s, 
das zweite - - s, t, u, 
und v die Linie von C nach A, 
Von allen diesen Cröfsen ist nur f, u unbekannt, und es soll eiue Glei- 
chung gefunden werden zwischen ihnen und x, y y x, 

3. Man kann sich die Linie v als die Diagonale eines Parallele- 
pilieds denken, dessen Seiten =mg, m' g' und m" g" sind und in den 
Linien g, g' t g" liegen. 
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So ist für das erste Axensystem 

ma-f /irV -f- m" a" = x t 
mb + m'b' -f m"b" = y, 
mc +m'c'+m"c" x= z; 
für das zweite Axensystem 

md + m'd'+m"d" = s, 
me + m'e' + m"e" a f, 
mf + m'f'+m"J" = er. 
4. Man setze der Kurze wegen 

/» = -foA'c"+ a<?'a"+ cc'A" 
~ a«?'A"— ci'a"— AcV, 
so folgt aus den ersten drei Gleichungen : 

/>w eis (b'c"—c'b")x -f (c'c"--aV)y- + (a'A"— o'a")*, 
/»m' = (*"«? — c"b)x + (e"a — o"e)y + (a"b — b"a)z, 
pm"=z {bc' —cb')x + (c a' - cc^ + (« b' —ba')z, 
woraus m, m\ m" und dadurch /, u gefunden werden. 

Wenn eine durch zwei dieser Puncte gelegte Linie, oder die durch 
die drei Puncte gehende Ebene in den Anfang der Coordinaten fällt, so 
wird p = 0 und s, t, u nicht völlig bestimmt. 

6. Diese Formeln finden bei rechtwinkligen wie bei schiefwink.« 
ligen Coordinaten ihre Anwendung, selbst da, wo die Coordinaten auf eine 
von der gewöhnlichen abweichende Art bestimmt werden. Diese, die 
parallele, besteht nemlich darin, dafs man von dem zu bestimmenden 
Puncto aus eine der Axe X parallele Linie zieht, bis sie die Ebene XY 
tritt, und eben so mit den Axen I und Z verfährt. Man kann *ber auch 
von dem Puncte A aus, unter einem Winkel, der nicht einmal für alle 
Axen derselbe zu seiu braucht, Linien auf die Axe ziehen und in den 
dadurch gebildeten Dreiecken entweder die von A oder die von C aus- 
gehenden Linien zu Coordinaten wühlen. Sind in dem letzten Falle die 
Winkel rechte, so hat diese Art von Coordinatenbestimmung, welche man 
die perpendiculaire nennen könnte, zuweilen einige Yorzüge vor der 
gewöhnlichen, parallelen. Wir bedienen uns jedoch im Folgenden nur 
der parallelen Coordinaten. 

7. Gewöhnlich ist die Lage der Linien 3, T, ü zu dem ersten 
Axensysteme bekannt, die drei Puncte liegen also auf den Axen S, T 9 U 
»elb»t; es werdeu 
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II. Das Gesetz der Rationalität *). 



Die vornehmste Aufgabe der Kristallographie ist die Beobachtung 
und Berechnung der Neigungen der KrjMallflüchen gegen einander. Ihre 
Grölse oder ihre Entfernung vom Mittelpuncte ist von untergeordneter 
Bedeutung. Aus der Neigung wird die Lage der Flächen zu gewissen 
Hauptaxen abgeleitet. In der Art und Weise, diese Lage zu bestimmen, 
oder auch blofs in der Terminologie, unterscheiden sich die verschiede- 
nen krystallographschen Methoden. Die anschaulichste von allen bisher vor- 
geschlagenen ist die von Weiss, der die Puncte angiebt, wo drei sich 
kreuzende Linien von den Flächen erreicht werden. Für phjsicaiische 
Untersuchungen ist's jedoch vorteilhafter, statt der Flächen die Linien zu 
wählen, die auf ihnen senkrecht stehen, die Normalen, wie sie Nau- 
mann nennt. Diese Linien sind die Riehtungen der Kräfte, welche die 
Flächen selbst der Krrstalle in Beziehung auf Kohäsion, Elasticität, Licht, 
Wärme, Eleotricitüt hervorbringen. Durch ihre Grote kann man nach 
Belieben die Entfernung der Flächen von einem Mittelpuncte oder die In- 
tensitäten jener Kräfte bezeichnen. Wir werden im Folgenden nun diese 
Normalen berücksichtigen und annehmen, dafs sie sämmtlich von dem 
Punct ausgehen, in welchem sich die Axen kreuzen. 

Die Gleichung einer Normale ist daher — = «s — . Verschie- 



dene Normalen haben für e, ß, y, verschiedene Wert he, allein die Man- 
nichialrigkeit ist durch folgendes Erfahrungsgesetz beschränkt: 

Man kann die Axen stet» so wählen, dafs wenn *, ß, y, ß', y' 
die Coordinaten zweier bei einem KryataU vorkommenden Normalen sind, 



man ä'sss* setzt, was immer erlaubt ist, so sind y und ~ rationale 
Grüßten. 



*) Vgl. zu diesem Abschnitte Nnu wannt „Beitrüg« zur Kryslallonamia" and 
Kupffer. Poggeud. Annalea VIII, 61. 




«r m «# 

«> ?> 7 



ein rationales Yerhültnifs gegen einander haben; oder wenn 
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Dieses ist das Gesetz der Rationalitat, das einzige, welches man 
bis jetzt ds allgemein gültig erkannt hat. Fast aUes, was man bisher in 
der allgemeinen Kristallographie gethan hat, ist Folge dieses Gesetzes, 
oder dieses Gesetz auf eine andere Weise ausgedrückt. Beschränkungen 
in der Lage oder den Verhältnissen der Axen, die man hin und wieder 
aufgefunden zu haben glaubte, sind sämmtlich als ungegründet erwiesen. 

2. Die Grüften sj, ß, y bestehen daher gewissermaßen aus xwei 
Factoren, einem irrationalen und einem rationalen. Jener ist für alle Nor- 
malen eines Krystalls derselbe} dieser nach den. Normalen verschieden. 
Setzt man a = aA ) ßesbB, y = cC, so wird für eine andere Normale 
*'=o'^, ß'srsb'B, y' = c Cseia. 

Die absoluten Werthe von A f B, C .sind gleichgültig, wenn nur 
ihr Verhältnis dasselbe bleibt. Auch dieses kann auf sehr maunichfal- 
tige Weise bestimmt werden; man kann aber immer eine solche Wahl 
treffen, dafs die toefficienten a, b, c den einfachsten Gliedern der Zah- 
lenreihe gleich werden. 0, + 1 sind die gewöhnlichsten Werthe, seltener 
schon ± 2, und noch gröbere Zahlen werden bei einer schicklichen Wahl 
der Axen nur in verbaltuifsmiifsig wenigen Fällen beobachtet. 

Das nach diesen Angaben festgesetzte Verhältnifs A, B, € wird 
das Grund verhültnifs genannt, und sümmt liehe Flächen, deren Coor- 
dinaten oA t bB, cC und a, b, c rationale Zahlen sind, bilden die Krv- 
stallreihe. 

3. Es fragt sieh nun, welche Normalen einer Kr, stallreihe die 
Eigenschaft haben, daüs Axen ihnen parallel gezogen, dem Gesetze der 
Rationalität entsprechen? 

Man verandere die Axen und nehme statt derjenigen, bei denen 
sich das Gesetz aussprach, drei andere Linien, deren Coordinaten <*, ß, y, 
*'j ß't y'» *"> ß" y" «nd» «etze als Coordinaten einer Normale die Reihe 
xA 9 yB, zC für das erste Axensystem und *D t t £, uF für das zweite, 
indem A : B : C das Grundverhältnifs dort, und D:B:F dasselbe hier aus- 
drückt, so ist nach den Gleichungen I. 4. und I. 7. 

psD = (ß'/'-y'ß") x*a+ {Y*"—«'y")yeB + («'U"— 

ptE mm iß' t y^t)***+tf'*—*'i,ysB + ( k m»ß--&'m)zsC > 
P uF= (ßy' — y ß')x E A+(y*< — «'«fiygB -f- («ß' — ß «') zgC . 
Sollen hier»n die irrationalen Gröfren D t B, F von x, y t z unab- 
hängig sein, so müssen *, ß, '/, «'.... sich durch aA y bB, cC t a' A, 

CrriW. J<*n«l d. St. Bd. Vm. Hu. 1. 24 
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b'B u. s. w. ausdrücken lassen, in denen o, b, c, a', A'.... rational 
1?, C irrational sind, also der Krjstullreilie angehöre«. In diesem Falle 

DSV 

werden die Verhältnisse — : - : — /, rational und unabhängig von x, y 

und z. Die Verschiedenheit der Normalen spricht sich nun in den Grö- 
fsen s, t, u aus, die rational und eine Function von jr, r, z siud. 

4. Dem Gesetze wird daher durch jede Axe Genüge geleistet, die 
einem Gliede der Krystallreihe parallel läuft. Aber welches GuVd man 
wählen, soll, hängt von der Lage der beobachteten Flächen and ihren phy- 
sischen Eig«nschattcn ab. Wo sich Jrei Flächen von den Übrigen durch 
ihre Thcilbarkeit auszeichnen, erlangt man allezeit die einfachsten Coet- 
licientcn, wenn man die Axen senkrecht auf ihnen annimmt. Wo die- 
ses nicht der Fall ist, wird die Wahl schwankender, und es kann gesche- 
hen, dafs Axen, die für die bis dahin beobachteten Flüchen allen Anfor- 
derungen genügten, geändert werden müssen, wenn man neue Flächen 
beobachtet. 

5. Kürze ist in jeder Terminologie eis Haupterfordernils. Man 
bezeichne daher eine Linie, deren vollständige Gleichung 

alt * bB — ic ut > durch ( abc) * 
Um die + Zeichen auszudrücken, schreibe man z. B. für -\-aA 1 a' and 
für — aJ y a", behalte a ohne Strich bei, wo es auf den Unterschied der 
T Zeichen nicht ankommt. 

(12' 3") bedeutet daher eine Normale, deren Coordinaten sich 
wie + d 9 + 2B, — 3C verhalten. 

6. Eine durch zwei Linien (abc) («ßy) gehende Ebene hat die 
Gleichung 

BC(by — cß)x + C4(ca--ay)y + JB(oß — bet)z = 0. 
Die Cociiicicuteo verhalten sich also wie 

by—cß co — ay aß —ha 
A ! B~ 1 C~~' 
Sämmtliche Flächen bilden daher eine ähnliche Reihe wie die Normalen, 

von der man als Grundverhältnifä — : - : ^ annehmen kam». Dieser Reihe 

gehören im Allgemeinen die auf den Normalon senkrecht stehenden Flä- 
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III. Linien und Winkel. 

Um eine Kiystallreihe vollständig zu characterisiren, and fünf Grö- 
fsen nöthig, die drei Winkel und die Gröfsenverbültiüsse zwischen den 
Axen. Jene können unmittelbar an drei Normalen beobachtet werden, 
die man den Axen parallel nehmen und durch (100), (010) und (001) 
bezeichnen kann. Um aber die Verhältnisse zu bestimmen, mub man 
noch eine vierte Normale beobachten können. Setzt man diese etwa (111), 
so darf man nur aus den Winkeln zwischen dieser Linie und den drei 
ersten die Gleichung derselben aufsuchen, und hat man gefunden, daüs diese 
AxsnByts: Gz ist, so ist AiBiC das verlangte GrundverbÜltnifs. 

Die vierte Linie darf jedoch nicht in «1er Ebene zweier Axen Hegen ; 
ist dieses der Fall, und das Zeichen etwa (110), so kann zwar das Yer- 
hältnü* 4 : B gefunden werden, aber J : C oder B : € bleibt unbekannt, 
wenn nicht überdies noch eine Normale in den Ebenen AT oder ZX 
beobachtet wird. 

1. Um eine Krjstallreihe zu bestimmen, sind also vier Linien nö- 
thig, von denen nie mehr als zwei in einer Ebene sein dürfen. Zwi- 
schen ihnen sind sechs Winkel. Die GröXse der Liuien ist zwar willkürlich ; 
indem aber die vierte Linie die Diagonale eines Parallolepipeds ist, dessen 
Seiten in die drei ersten Linien fallen, so sind drei Verhältnisse zwkohen 
Linien zu berücksichtigen. Also im Ganzen neun Grüften. Es reichen 
aber die drei Winkel und die zwei Linienverbaltausse zwischen den Axen 
hin, die Lage der vierten Linie vollkommen zu bestimmen; es werden 
deshalb vier von jenen neun Gröfsen Functionen der übrigen fünf sei». 
Diese wollen wir aufsuchen. Man könnte diese Aufgabe behandeln wie 
die ähnlichen in der Trigonometrie, nur mit dem Unterschiede, dafs man 
in der ebenen Trigonometrie mit fünf oder eigentlich nur vier Gröfsen 
operirt, in der sphärischen mit sechs, hier aber mit neun; und die Wich» 
tigkeit fast aDer einzelnen Fälle für die Krystallographie würde die Ausführ- 
lichkeit rechtfertigen. Wir wollen uns jedoch hier auf wenige Sütze be- 
schränken. Folgende Methode führt schnell zum Ziele. 

2. Es seien a?, y, *, u vier von einem Pimcte ansehende Linien 
und u der Diagonale des aus .-r, y, s gebildeten Parallelepipeda gletcü, 
aber an Richtung entgegengesetzt. 

24 « 
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Die sechs Winkel «wischen den Linien werden bezeichnet durch 
(yz) (tu), (ux) (xy) (zx) (yu), 
so ist es leicht, folgenden Satz zu beweisen: 

Wenn man eine Linie t durch den Kreuapuuct der Linien zieht, und 
die Winkel, welche t mit x, y . . . . maoht, duroh (/*) (t y) . . . . bezeich- 
net, so ist 

x oos(/x) -f y oos(f y) + * cos(f z) + u oos(/u) = 0. 

3. Hieraus folgen unmittelbar folgende vier Gleichungen 
(L) *+yoos(*y) + *oos(*«)+«OM(*») «= 0, 

(D.) xco*(yz)+y + ztxn(yz)+voo*(yu) ssz 0, 
(in.) #cto(zx)+y<iO*(.ty) + z + u<x*(zu) cm 0, 
( IV.) x oos(ux) + y cos(«y) + « oos(«z) + u m 0. 
Aus diesen von einander unabhängigen Gleichungen können durch Elimi- 
nation die Data gefunden werden, die zur Auflösung sämmtliober Aufga- 
ben hinreichen. Sie zeigen auob, dals die vier Linien und die sechs Win- 
kel einander vollkommen symmetrisch sind. In der That, wenn u die 
Diagonale zu x, y, * ist, so ist's x zu y, z, u, u. s; w. Wir werden da- 
her im Folgenden von den symmetrischen Gleichungen immer nur eine 
aufführen. 

4. Multiplicirt man die Reihe (IV.) mit u, und substituirt aus den 
Übrigen Gleichungen die Werthe von u oos(« *), u eos(ay), u oo* (uz), 
so findet man 

n« bs x 2 + y*+z t +2yzcoa(yz) + 2zxw*{zx) + 2xycon(xy), 

und ähnliches Für jc% y\ z\ 

5. Man berechne aus (L) u*co»*(*ii) und vergleiche das Resultat 
mit f. 4., so findet sich 

«•g m «(ux)==/sin*(yx) + x , sin , (zjr)4- 2ys[cos(jz)— co«(yx)cos(*x)]. 
Ähnliche Gleichungen für umn(uy), uua(uz), utin(xy) u. s. f. 

6. Merkwürdig ist die Gleichung 

j*+u % +2xuom(xu) s= y*+z*+2yzco*(yz) 
bkus zwischen fünf Größen, indem schon vierGröfcen eine fünfte kennen 
lehren. Diese fünf reichen aber nicht hin, noch eine sechste zu bestimmen. 

7. Ich übergehe mehrere andere Gleichungen zwischen den Linien 
und Winkeln, und theile nur noch folgende mit, in denen wenigstens fünf 
Winkel vorkommen, und die wie ich glaube noch nicht bekannt sind, ob- 
gleich sie in der Krystallographie sehr oft angewendet werden können. 



Digitized by Google 



14. Franken heim, geometrische Sätze tur Kristallographie \$S 



Da die Lage des System» schon durch fünf Winkel vollständig be- 
stimmt wird, so miüs es eine Gleichung geben, in welcher blols die sechs 
Winkel vorkommen, aber keine Linie. Diese ist 

2=+sin\yz)sm , (tfx)+2oc«(y«)cos(zu)cos(ay) — 2ooe(zu)cos(TY)cos(uy)c<ta(zx) 
+sm*(zxi)sin*(xy)+2cos(zü)oos(Mjr)cos(*t) — 2cos(ay)cos(zjr)cos(yz)oos{'u.r) 
+sin , (iJy)sin , (ix)+2coR(üx)cofl(j:y)co8(yw) — 2 oos(y z)cos {u x)co%{zu)cm{xy) 
+2cos(xy>c*(yx)coB(zr). 
Völlig symmetrisch zwischen den sechs Winkeln, aber zu complicirt, um 
zur Berechnung des sechsten Winkels aus den übrigen dienen zu können. 

8. »linder symmetrisch, aber zur Berechnung geeignet ist die 
Gleichung 

0 - coe(ax) sin s (yx) + aß + eos(zx) [cos (kx)— cos (yz) cos(« y)J 

+ oos (y x) |cos (w y) — cos (y s) cos (w z)]. 
Ähnliche Gleichungen für die übrigen Winkel, wenn man setzt: 
et* = 1 — cos'Cyz) — cos*(zjr) — cos*(xy) -f* 2cos(yz) cos(zx) cos(a>y), 
ß' =3 1 — cos'(z u) — cos'(// y) — cos' (y z) -f- 2 cos (z «) cos (uy) cos (yz), 
y* = 1 — ©osVtfx) — co8*(xz) — oos , (ztt) + 2cos(ax)cos(xz)co8(zü), 
8* = t — cos" (x y) — cos*(y u) — cos'(« x) -f- 2 cos (y x) cos (y u) cos .r;. 
Die Gröfcen a, ß, y, $ kommen bei der Eutwickelung der einzel- 
nen Aufgaben sehr häufig vor. Sie sind leicht zu berechnen, indem z. B. 

2 <it 2 2 

Auch die Gleichung für oos(*/x) in diesem §. kann etwas gesduneidiger 
gemaoht werden. 

9. Sind die sechs Winkel durch Beobachtung oder Rechnung ge- 
funden, so ergiebt sich für die Seiten 

n : x : y : z = * : 0 : y : £ 
Die Aufgaben der letzten beiden §§. kommen am häufigsten vor, denn 
selten sind die Seiten anderweitig bekanut, fast immer niufe die Lage der 
Linien aus den Wiukeln berechnet werden. 

10. Zum Schlüsse will ich noch einen neuen Beweis einer in der 
Krystallographie sehr häufig vorkommenden Gleichung mittheilon. 

u habe die in §. 2. angegebene Lage zu *, y, zi eine ähnliche 
Lage zu x', y', xf habe t, *o ist 

cos fu x) -f- y'cos {u y) -f- z' cos (u z) -f- t oos (" t") = 0; 
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multiplicirt man diese Gleichung mit u, und substituh-t aus §. 3. die Werthe 
ucw{ux) t u cos(u y • , tfcos(as), so findet man 

utw*{ut) = xx , + yy' + zz' + (yz'+zy')Qon(yz) + (zx'+xz')ocm(zx) 

+ C*r' + y* / ) cos(xy). 

Für rechtwinklige Coordinaten ist bekanntlich 
utcm{ut) — ix'-f y/-)-::'. 

Wir berücksichtigen die Anwendung auf Kr> Btallographie nicht nä- 
her. Sie i«t leicht, und kann mit geringen Modificationeo auf Flüchen 
ausgedehnt werden, die nach Weiss « Methode oder der ihr sehr ähn- 
lichen Naumann s durch die Puncte bezeichnet werden, in denen sie die 
Axen treffen. Noch weniger können wir uns auf die einzelnen sogenann- 
ten Kristallsysteme einlassen. Die Formeln werden in der Regel riel 
einfacher, und wenn man die bekannten Kunstgriffe der Trigonometrie 
anwendet, oft sehr geschmeidig. 
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15. 

Ableitung des Fennatschen und Wilsonschen Satzes 
ans einer Gemeinschaft Hohen Quelle. 

(Von Herrn Prof. Dr. C runer t zu Brandenburg.) 



Seien im Folgenden o und p stets relative Primzohleu. Alle Zahlen, 
welche zu p relative Primzahlen und kleiner als p sind, »ollen dorch 

(Jh C*h (3), (4;, tf\ 

ihre Anzahl durch ? bezeichnet werden; l nter diesen Voranssetztingen 
lassen sich folgend«; Sätze beweisen, wobei ich Begrifl" und Zeichen der 
Zahlen - Coogruenz als bekaunt voraussetze. 

2. 

In Bezug auf p als Modulus können nie zwei Glieder der Reihe 

(l)a, ('2)0, (3)a, (4)c, ( ? )o 

einander congruent sein. 

Wären (A)a, (k')a irgend zwei Glieder dieser Reihe, so wäre, für 
(*)a = (*0tf, auch [(A) — (A')]<* HE 0, d.i. [(A) — (A0|« durch P theilbar. 
Da nun a und p relative Primzahlen sind, so mühste (A) — ik') dnreh p 
theilbar sein, welches ungereimt ist, da (A) — (k') t seiner absoluten Gröfise 
nach, wegen der Voraussetzung (1.), ollenbar </» ist. 

3. 

Jeder bei der Division eines Gliedes obiger Reihe durch p bleibende 
Rest ist mit p relative Primzahl. 

Sei (k)a = />/>' + r. Wtireu nun p und r mehr relative Primzah- 
len, also beide durch die Primzahl 9 > 1 theilbar, so würde 8 auch in 
(A)a aufgeben, und folglich, gegen die Voraussetzung, entweder (A) oder 
a mit p uicht relative Primzahl sein, weil nach einem sehr bekannten 
Satze Ö entweder in (A), oder in o aufgehen inüfete. 

4. 

Da nun nie zwei Glieder der obigen Reihe einander congruent sind, 
so bleiben bei der Division derselben durch p lauter ungleiche Reste, 
welche natürlich sämmtlich kleiner als p, und nach (3.) mit p relative 
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Primzahlen sind. Diese Rette sind also keine andern ab die Zahlen 

(1), (2), (3), (4), ( 9 ), 

ohne Rücksicht auf ihre Ordnung in Bezug auf die Glieder der in Rede 
stehenden Reihe. 

5. 

Die Einheit ist immer mit p relative Primzahl und </>. Also mufii 
unter diesen Resten immer einer vorkommen, welcher = 1 ist, und folglich 
unter den Gliedern der in Rede stehenden Reihe immer eines, welches — 1 
ist, aber auch nur eines, da nie zwei Glieder einander congruent sind (T). 

6. 

Weil a, p und (/r), />, also auch bekanntlich (k)a% p relative Prim- 
zahlen sind, so gilt für jedes (Ar) alles Obige auch von der Reihe 

(!)*•<*), <2K<*), (3)c'(A), (?)*•(*), 

immer in Bezug auf p als Modulus. 

7. 

Wäre das der Einheit congruente Glied vorstehender Reihe (5.), = 
(k)o*{k) = 1, so wäre, wegen pa*(k) = 0, nach einem bekannten Satze 
[p-(!<)}a*(k) = 0—l = — l. In diesem Gliede ist nicht P -(k) = (A), 
weil sonst zugleich 

<*)«•(*) = +1, (*)a'(A)S-l, 

folgucn 

(*)«•(*) - (*)*•(*) = = 2, 

d.i. 2=0, 2 durch /> t heilbar, p selbst =2 wäre, welchen Fall wir 
fürs Erste ausschliefen, indem wir nachher wieder auf denselben zurück- 
kommen wollen. 

8. 

Für verschiedene (k) und (*') kann nie 

(*)«•(*) = ±1, («)«•(#) 5 ±t 
sein, so dafs nemlich die obern und untern Zeichen sich auf einander be- 
MB* (*)a*<ft) :=(*>•(*) wäre, gegen (2.), verbunden mit (6.). 

9. 

Man betrachte jetzt die Reihen 

(2)c«(l), (3)««(1), (PKW, 

(1)«'(2), (2)a«(2), (3)a»(2), (f)«*(2), 

(l)o«(3), (2)e*(3), (3)e*(3), (?)*'(3), 

(2K(?)> (3)c«(f), " . .'. \ 9 )o>l 9 ). 
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In jeder dieser Reihen giebt es nach dem Vorhergehenden em GKed, wel- 
ches = 1 ist, aber auch nur eines. Wäre in einer dieser Reihen dieses 
Glied von der Form (A)a*(*), so könnte man statt dessen in dieser Reihe 
das Glied [p — (Jt)]o'(k)~—l setzen, welche« nicht von der in Rede 
stehenden Form ist. AI ho giebt es in jeder der obigen Reihen ein Glied, 
welches EE± l, und nicht von der Form (i) «"(*-) ist. 

Audi können in irgend zwei dieser Reihen nach (iL) nicht zwei 
gleichstellige Glieder 

(*)«'(*) = +1, (»)*(k')Z=±1 
vorkommen, se dafe nemlich die obern und untern Zeichen sich auf ein- 
ander beziehen. Kämen aber in zwei Reihen zwei gleichstellte Glieder 

= ±i, r«K(Ws?i 

vor, wo wir sich wieder die obern und untern Zeichen auf einander be- 
ziehen hissen, so wäre 

(*)«'!(*)+ = ± i + 1 = a 

Also müfste p ip dieser Grüfte, folglich, weil p mit (n) und o oder a* re- 
lative Primzahl ist, in aufgehen. Da aber (/r)<T/», (ä') << p, 
(£) + (£') <2/>, l(A) + (*')]••/>< 2 ist, so kann dieser Quotient nur as 1 
»ein. Demnach ist (£) + (*') sbs p. 

Statt der beiden obigen Glieder könnte man entweder 
(«)«•(*) S±i, [/>-(")] 0 -(^') = 0-(Tl)=±l, oder 
[*—<«)] *•(*) = 0 - (± 1) = , («K(ft') = T 1 
setzen, wo nun nach (8.) nicht p — (n) = (n) ist. Ware, indem man z. B. 
das Erste tbäte, etwa p — (») = (&')> so würde man das Zweite thnn, wo 
nun nicht p — [n) = [k) sein wird, und umgekehrt. Keines der neu ein- 
geführten Glieder kann nun noch mit einem gleichstelligen Gliede einer 
der übrigen Reihen auf die Weise übereinstimmen, daß das eine = ± t, 
das andere EE + 1 ist, weü ja immer für jede zwei solche Reihen (,1c) +(*') 
— P ist, und eine Übereinstimmung dieser Art also immer nur in zwei 
bestimmten zusammengehörenden Reihen statt finden kann. 

10. 

Betrachten wir nun wieder die Reihe 

(t)fl, (2)a, (3)*, (4)o, 

so erhellet aus dem Obigen (9.) deutlich, da(s sich die Glieder derselben 
immer so zu zweien ohne Wiederholung eines Gliedes mit einander verbin- 
den lasseu, dafc jedes der diesen Verbindung«!, deren Anzahl offenbar es 1 9 

Cr.tV, Joorw»! d. M. Bd. VIII. IIA. 2. 25 
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ist, entsprechenden Producte = ± 1 ist. Dm Product nllcr dieser Producte ist 

= (l).U).(S).(4)....< f M«»/ f . 
Folglich nach einem bekannten Satze von der Congniem der Zahlen: 

(1). (2). (3).(4)... .(?)«'= + 1. 
Dafo die Anzahl aller der Zahlen, welche kleiner ah p und zu p rela- 
tive Primzahlen sind, stets eine gerade Zahl ist, kann leicht gezeigt wer- 
den. Ist nemlich überhaupt (k) mit p relative Primzahl und <Zp, so ist 
auch p — (k) mit p relative Primzahl und <Zp» Wuren nemlich p — (k) 
und p durch 0 theilhar, so mühte 6 offenbar auch in (k) aufgehen, und 
p und {k) wären also, gegen die Voraussetzung, nicht relative Primzahlen, 
Die Zahlen, welche mit p relative Primzahlen und < p sind, sind dem- 
nach immer paarweise verbunden, woraus da« zu Beweisende folgt. 

11. 

Da nach (4.) die bei der Division von 

(2)<r, (3)a, (4)a, . . . . ( ? )a 
durch p bleibenden Reste ohne Rücksicht auf die Ordnung 

(1), (2), (3), (4), . . . . (?) 
sind, und jeder Dividendus offenbar seinem entsprechenden Reste congruent 
int, wie aus dem Begriffe der Congraenz der Zahlen unmittelbar folgt, so ist 
(t)o.(2}a.(3)«....(f)««(l).(2).(3)....(f).^=(1).C2)-(3)....( f ). 

AUo <1).(2).(3).(4) (?). [«»— f]=EO. 

Folglich geht p in (1).(2).(3) (?).ja''_ 1], also, weil es mit (1), (2), 

(3), .... (?) relative Primzahl ist, in a'< — 1 auf. Also 

«< — 1 ^ 0 ( Mod. p) , = 1 ( Mod. p). 
Ist p eine Primzahl, so sind die Zahlen, welche < p und zu p relative 
Primzahlen sind: t, 2, 3, 4, 5, P -U 

Die Anzahl dieser Zahlen ist = p — 1. Im vorliegenden Falle also ? = 
p—l. Folglich, wenn p eine Primzahl ist, die in a nicht aufgeht: 

a'~ —1=0 ( Mod. p\ o»— = t (Mod. /»). 
p darf in « nicht aufgehen, weil nach (I.) a und p im Allgemeinen rela- 
tive Primzahlen «ind. Für p = 2, welcher Fall oben ausgeschlossen wor- 
den ist, gilt diese Congmenz auch. Da 2 nemlich in a nicht aufgehen 
darf, so ist a «>iiie ungerade, a — 1 eine gerade Zahl. Also offenbar 

o'-' — 1 = 0 ( Mod. 2.) , a— = 1 ( Mod. 2.). 
Dies ist der Fe r matsche Satz. 
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12. 

Nach (10.) ist 

(1).(2).(3).(4) .... ( f ). ö ' = jtl (Mod.jf). 
Dies gilt auch für a = 1. Also 

(t).(2).(3).(4) (?) =± 1 (Mod./>). 

Nur in dem Falle, wo p eine Primzahl ist, wollen wir bestimmen, welches 
Zeichen genommen werden muk, da die allgemeine Untersuchung hierüber 
jetzt nicht zu unserm Zweck gehört. 
Ist p eiue Primzahl, so sind 

(D, (2), (3), (4), fr), 

wie wir schon in (11.) gesehen haben, die Zahlen: 

1, 2 # 3, 4, • • • • p — 1. 

Also immer 

1.2.3.4.5 .... (p — i) = ± 1 (Mod./>). 
Wäre i um in (6.) für ö = 1 : 

(*)(*) = +1 (Mod.,), 

so wiire 

(k) (*) — 1 = \(k)+i] = 0 (Mod.,). 

Folglich wiire dieses Product, und demnach, da p eine Primzahl ist, ent- 
weder (Ar) — 1 oder (k) + 1 durch p theilbar; also, da (h)<Zp i*t> ent- 
weder (A)ssl, o<ler (k)=p — 1. In diesem Falle lassen sich folglich 
die Gheder der Reihe 

2, 3, 4, 5, 6, ... . p — 2 
immer so, ohne Wiederholung eiues, zu zweien unter einander verbinden, 
da Ts jedes der erhaltenen Producte = + 1 ist, da hier offenbar alle son- 
stigen Unterscheidungen in (6.) nun wegfallen. Nach einem bekannten Satze 
von der Congruenz der Zahlen ist also, wenn p eine Primzahl ist, immer 

2.3.4.5 . . . . (p— 2)=+l (Mod./>). 
Aber l.(/>— 1) = p—l, p = 0, 1 = 1, /> — 1 =0— 1= — 1, I.Qj — 1) 
~ 1( — 1)=. — 1, immer für p als Modulus. Folgh'oh auch 

2.3.4.5 (p— 2). 1. (/»—!) = (+ 1) . ( — 1) = — 1 (Mod./»), 

1. 2.3. 4.. ..(/>- 1) = — 1 (Mod./>), 1.2.3.4....(/»— 1) + 1=0 (Mod./>), 
so dafs also jede Primzahl p immer in 1 . 2.3.4. . . . (p — 1) + 1 aufgeht, 
welches der nach Wilson benannte Satz ist. Für p = 2 ist 1+1=2 
natürlich auch durch 2 theilbar, so wie auch in diesem Falle offenbar 
0).(2).(3).(4)....(?)=±1 (Wod./>) ist. 
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16. 

Observationes in fractiones continuas. 

( Aurt. Stern, Dr. phü. Goelt. ) 
(Epitotne dtuertadonif meiue Mut. *mi 1829 icript.) 

Fractio eontmua c+ h- § quam ita deaignabo (o, ^ . . . . ~) , reaol- 



vatur in fraehouem vulgarem, nulla proraus reductione facta. Tom po- 
nam numeratorem hu jus fractionis = o, o M , denoroinatorem = <»,, ff«. 

Erit Uaque a mf a numerator fractioma (o. ,;£=-.... in vulgarem rc- 
solutae. ejusque denomioalor ff^„ a. Cum ait ^ = a + erit 

1. a,a n o .a l9 a m + h^. a, f ff* 

rimilique modo 

Coustat etiam eaae 

2. «, = a m • ° ? flm-» + Ä ** a > 

uleoque « = « .ff„, ff, + *..o«, 

Ex formuba (1.) «t (2.) sequitur: 

ff - ,.ff,ff».v+ 0 »'°> <ir »-*— •«•«.f»- — *»•«•»*«. — °» 
«„.ff»-,,« -f « * — — ö -o tf » = °» 

«„ («, ov_, -ff^,«) + 4» («» »• •) + 0 ( a * »•• — •»» «-> 

4- *.(«,, , ff. — «. » «J =* o. 

Cum autem litteraeff,, *> mS *o «, quembbet ralorem induere poaaint, 
oportet «t ff, ff»_ = ff^-^«- ö > « etc. rel omumo •) 

•) Si itaqu« HctiO conHi.ua periodic (b, ^ . . . - ^ , — . • • • — «• ) = 
,dtc.» a^aaü.«.« quadnUica. exprimit , ahm radi* , jus d«m .eqwtioui» «rit 
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Si in formula (2) pro a m .ubstiturtiir , erit 

3. ff, a^, = a, fl m _ l . a„ , o„, + , + 0«-. • ß« +l , 

Ex datis formulis facile semiens deducitur: 



ff» «.»•<*», °»v-i— «»> c« • *.-» » — Ä, (o 0 o m . ff, , ff«.,— - o„ fl m , a, , o».,) 
vel omnino 4. = + b l . b t . , . • o„ . 

Hoc posito jam ad generatiorea formulas progredi licet. Cum enim tit, 
potito 

* » ff» = a » tt --m • ff-i-m+i » **» + • ff > ■ ff, , 

»»»ff» = «1 »*Va»« «-.»*+, > «« + Ö-i-H ■ i » <*» (m+i) • Ä — m-N , « » , 

erit «, «».<*», ff-« — «» , ff- • «, ff--» 

= «---.+*> <•-•*«-«+»• ( fl > «--(■»»>»). ff», ff-» — ff»» «*_{»+»}.«, ff— 0 

vel (sec. form. 4.) 

5« = i ff»-- 1+«» ff- • • • • • o »-«h-0« 
Cum sit a t e n = ff, a m<m+t) .ff». m , c, + b„_ m . a, ff Mw+4) .«„..„+, » «. , 

O, «V» = «, °-C-i+»)» °— .» ff-p + *»->.«» 



6. ff, ff» .ff« m «ff-p—* ff-p .0—, , ff» 3B ±ff, ff«-<-,+«1 .ff—p-M » O- (*-» i • **-m-H • 

Singulo* casus in form. (5.)et(C.; content*« jan» *) Euier et Kramp ex- 
hibuerunt. 

gB » + (^-«.-«~-f«.»-«w „ Iar= » f^r).ff.ff-,-f«.^] 
•4" (ar-*J.«,t. «»» . ff»ff*v»^ff> * «m-i 

dem aeqonfionfs cuja« radhc x est. Facila atrtem perspttitur, haue propositionean quae 

jam theoreina ab E. Galois demonstratum (Annml. de» math. T. 19. p. 294.) con- 

»inet, geaaraüus ita enaatkri posse: 

... f L 1 11 II 1 \ 

* ralb . eq «.t».D.a ^.dran«,. = [b, - .... - • • • - atc.) , 

tarn «rit altera radix hujue aequatio-Mi 

/. 1 J -11 11 1 t 1 4 \. 

\ o, fc„ — t»m a m , o a m ■ a m m / 

cf. etiatn ,, Theorie des nombm, par Legen dre, parf. 1. $. 10.'' (Addit, tnent 
Deceabr. anno 1830 -nict. »crip* J 
*) N om. comm. pelt. T. 9. Bern d'arithm. tmiv. I. 8. 
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17. G utinr mann, l'oteuztai - b untliontn Tu/. IL 



17. 

Potenzial- oder cyklisch- hyperbolische Functionen. 

(Vi.u Hrn. Prof. Gudermann zu Cleve.) 

iForlfeUung der Abbtndlung Nu. f., 14. und 28. im VI., Nu. 9. und 21. im VIL, und Na. 6. i 

VIII. Band«.) 



IL 

Die briggischen Logarithmen der hyperbolischen Cosinus, 
Sinus und Tangenten aller Zahlen, welche gröfser als zwei 
sind, mit neun und zuletzt mit zehn Deciinalziffern. 
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17. Gnd'rmann, Potenzint - Functionen l'aj. II. 
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198 17« Gutlermann, Potential' Functionen Tu/. I/. 
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17. Gudermann, Potential - Functionen Taf. II. 
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17. Gudtrman n, r 0 t*nual - Functionen Taf. II. 
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4278 17 


0,756 7775 19 

66 718* 61 
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67 1UQ 70 
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4637 72 
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1)1 32 
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131)80 
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2,446 
47 
48 
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60 
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64 SSM 48 

6'. 31 11 90 
66 DOi 45 
OG 2135 H 


4278 29 
4278 42 
4J78 5t 
4278 08 


0,757 'MO 24 

68 4228 82 
88 tß 37 Iii 

69 39*5 57 
69 7*U 74 


44H8 57 
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4*W 31 
4<!U 1» 
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4929 M 
5059 V> 
5189 18 
53J6 61 


1)0 27 
1)0 02 
159 76 
129 4» 
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2,450 

2,451 
52 
SS 
54 

SS 

7,456 
57 
58 
59 
60 

2,461 

62 
6* 
64 
65 

2,466 
67 
68 
69 
70 

2,47t 

72 
73 
74 
TS 

2,4 76 
77 
TS 
7'J 
80 

2.4*1 
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R"5 
84 
85 

2,4»! 
87 
8« 

90 
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92 
93 
94 
95 

2.496 
97 
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99 
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D. 


log. €in. k. 


0. 


log. Sftflg. k. 


0. 
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♦278 (71 
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9,093 »318 61 
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0,766 6»13 91 
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67 4971 91 
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4279 UÜ 
4279 19 
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62 ntf S2 
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61 7121 45 
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63t5 Sl 
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71 3480 lj 
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4 . ao ■ 
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65 »741 68 

65 4748 17 
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4406 62 
4X« 49 
440b 16 
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44(« 11 
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125 92 
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«an w 

4281 UÜ 
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440» 47 
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7854 89 
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124 67 
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7» «KT 87 
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♦404 97 
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71 &7.V4 79 

72 9019 II 


♦4* 71 
41'4 U> 
♦404 48 
44<W 31 
♦40« 21 


9,901 «SOI. 10 
MiX 88 
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13 8447 47 
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I M) SO 
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«7 «MW S» 
Sl Ii*» 17 


4781 2.1 
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42SJ 47 
4281 S9 
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76 0466 14 
76 4869 51 
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119 Sl 
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79S689« 
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♦402 41 


6,994 0411 M 
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.«-*S 81 


lio 07 
11» 42 
118 «* 
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0,785 91188 IS 

& 117: Mi 
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87 1941 71 
87W20 46 


4284 41 
4184 S l 
4284 61 
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89 4494 39 
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61 MM «0 
81 77UO SJ 
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♦402 II 
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117 17 



Digitized by Google 



17. G uder mann, Potenzial- Functionen J'aJ. II. 



h. 


log. fr. 


n 

u. 


2,500 


am « 


4:84 87 


2,501 


0,7*» 04U SS 


4/84 99 


02 


8» «96 31 


4285 10 


03 


«V» 9.IHI 41 
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OS 
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14 
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17 
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18 
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19 
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♦287 02 


20 
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♦287 U 


2,521 
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22 
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♦287 3S 


23 
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♦287 46 


24 
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25 
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♦387 79 


27 
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♦287 90 


28 
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♦288 III 


29 


n.HU> .1633 65 


♦288 12 


W 


<4> 4871 77 


♦ .'88 23 


2,531 
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♦298 }♦ 


32 


Ol MW 34 


♦288 45 


33 


01 7696 79 


♦.?* SB 


34 


ot ttn 14 


♦288 67 


Jö 


w am oi 


*m 77 


2,536 
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«;v> 88 


37 


Oi 4841 66 


4288 99 


38 
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♦289 10 


39 


»4 34 il 74 


70 


40 


>M 7708 94 


♦289 Jl 
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42 
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43 
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44 
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49 
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50 
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Calles Ii»««. 3. M. Bd. VIO. Hft. 2, 



In» ©iiit I- 
10g. «£>ID. «f. 


n 
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n 
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♦196 58 


♦601 53 
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4398 16 
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818" 54 
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an; u6 


1U7 29 
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07 !fK>7 Tt 
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k. 


log. (Sof. *. 


D. 


log. ©in. *. 


D. 


log. Sang. *. 


D. 


2,550 


0 mri IAA TS 


♦290 36 


0 Nil 7850 45 


«196 17 


9,9« 70«! 67 


11)5 8t 


2,551 
52 
53 
54 
55 


ll.WK» 4897 15 
lO '.»1 87 61 

10 ttn IS 
1» *f> 
n avy>6* 


U90 47 
429i> 57 
4290 68 
4 »II TS 
42»! 88 


0,8<4 SMS 03 

04 6442 09 

oi iah i«s 
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05 9610 25 


«396 07 
4395 96 
4395 85 
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4391 M 


9,18)1 7149 48 
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|(« 18 
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57 
58 
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60 
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4291 08 
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■an si 
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«391 Ol 
♦394 9i) 
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68 
69 
70 
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17 2141 31 
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4292 Ol 
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4192 21 

4 . Jl 
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11 6761 35 
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■XII SB 

«394 IB 
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19 )B9ü 70 


4?r: U 
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4292 71 
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13 4341 85 
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1« 3129 49 
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4391 25 
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im» 24 

tan oi 

09 S4 
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0,817 38M2 98 
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Ulli 08 
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99 25 
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log. 6of. Ar. 
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lag. ©in. k. 
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log. 3ang. '> . 
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18. 

Analyse des transversales appliquee ä la recherche 
des proprietes projectives des lignes et surfaces 

geometriques. 

(Saite «hi memoire No. 3. ah. 1. et No. 7. ah. 2.) 
(Par M. J. V. Ponalet, chef de Bataillon du Genie.) 
r : ■ 1 

f. n. 

rclalions conrenwnt ks^srawdes dra Hgnm ^omeJriqni». ^ 

164. Toutecourbea double co 11 rb uro, d'un degre" donnd, ayant pour 
protection ordinaire ou conique, sur an plan quelconque, une ligne gi'omtS- 
triqae du meme degre*; toute sur face ge*ometrique &ant pareillement sus- 
ceptible d'fore coupee, par un plan arbiiraire, suivaot une ligne gcom<£- 
trique de son propre degre*} enfin tout polygone, plan ou gauche, consi- 
derö conune transversal d'une ligne ou surface, pouvant toujours etre de- 
compose' en une suite de simples triangles, on concoit, ü priori, qu'il 
sufEra de bien etudier les proprietes qui se rapportent au Systeme des in- 
tersections d'une courbe geom&rique plane et d'un ordre quelconque avec 
trois droites ou transversales rectilignes arbitraires, pour 6tre ensuite en 
etat de decouvrir, avec facilhe', toutes les relations me'triques ou descrip- 
tions qui peuvent appartenir u des b'gnes d double courbure, u des sur- 
faces geome*triques, et ä des polygones transversaux d'un degre" ou diu» 
iiombre de eötes quelconques. Tel est l'objet de ce second §. 

En nous restreignant ainsi au cas le plus elcmentaire, nous evi- 
terons de compliquer inutilement la marclie des rafeonnemens , et nous 
pourrons donuer aux divers rcsultats le degre" de simplicito' qui peut les 
rendre vraiment recommandables aux yeux des g^ometres. 

Expofe de 1» rclation fondamentalc. 
165. Rappeions d'abord lenonce de oette rclation, cela nous four- 
nira l'oocasion de presenter quelques observations präliminares qui servi- 
ront »1 en faciliter la parfaite intelligeuce ainsi que ies applications. 

CrtUft IwirM' M. nJ. VIII. UP. 3. 28 
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Soit abc m triangle arbitrairement sitire sur le plan dune ligne 
geomitrique d'un ordre quelconque, et dont les cötes ab, bc, ca, pro- 
longes indefinimeut renoontrent respectivement cette courbe an\ points 
p, p', p" . . . g, jf*, r, r*, r" , . . dont le nonibre, pour cha- 

que cot«', est marque' par le degre* Dii'me de la courbe. Designons par 
(ap) le produk ap .ap'. ap" , , . . de tous les segmens compris sur le 
cot«? ab du triangle abc, depuis le sommet a de ce triangle, jusqu'aux 
differentes branches ou re*gions de la courbe; par (bg) le produit setnblable 
de tous les segmens bg, bg', bg" .. . . qui, sur le cöte bc, correspondent 
*i ees meines branches et au sommet b, et ainsi de suite pour les autres 
segmens ou cötes; on aura legaüte 

(ap)(bg)(cr) m (b p) (c g) (a r), 
que nous mettrons sous cette forme 

(ap) (&<,)(« r) 1 
(bp){cq){ar) ~ » 

et qui demeure applicable a la courbe propost'c, meme quand quelques 
nnes de ses intersectious avec le triangle devienneut imaginaires, se reu- 
nissent par couples on passent u l irißni, auquel cas le oute correspondant 
de ce triangle devieut simplem« nt parallele u l'une des branches ou des 
asymptotes de cette courbe. 

En eilet, dans cette derniere hypothese, le rapport des segmens 
infinis se rt'duit u l'unite (147.) et disparait totalement de la relation ci- 
dessus; dans la secondc, les segmens des paires de points qui se confon- 
dent sur chacun des cutes du triangle, devenus tangens u la courbe pro- 
posee, sont simplemeut egaux entre eux, de sorte qu ils continuent A de- 
meurer daus la relation dont il s agit; enfin, dans la premiere, les pro- 
duits des couples de segmens imaginaires restent reels, comme on sait, 
et peuvent tonjours etre censes donnes implicitement, soit par le trace 
ou la Constitution propre de la courbe, soit par le trace cflectif ou pos- 
sible d'autres courbes plus simples et qui auraient en commun, avec la 
proposee, les couples de points imaginaires relatifs u ces segmens. Les 
iutersections r et par exemplc, «'taut imaginaires, les produits ar .ar*, 
er, er qui leur eorrespondent, ou plutot le rapport de ces produits, sera 
donne par la relation meme qui les ren forme, ou par ses aualogues re- 
latives soit a la courbe proposee, soit u une section conique on ä une 
ligne geometrique queleonque qui aurait, aveo cette proposee, la direotion 
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indefinie de rr' ou ae pour sccante commune ideale {Traitt des proprie. 
Us projectives Sect. I. et III.). 

166. La relation generale qui noiu occupe met d'aüleurs & meme 
de trouver l'une quelconque des iutersections de ia courbo avec les cotes 
du triangle, quand toutes les autres sont connues. En efTet, eile donne 
immediatement le rapport des segmens relatifs n cette intersection, ou des 
deux distances qui, sur le cote auquel eile appartient, Ia scparent des som- 
mets correspondans du triangle ; mais il est uecessaire de remarquer qu'on 
peut diviser, de deux manieres distinctes, ce cote en parties proportion- 
nelles u deux nombres donncs, selon que le point de division doit se trou- 
ver entre les extre"mites memes de co cote ou sur son prolongement. Or 
un seul de ces points appartient a la courbe puisqu'il doit etre tel (149.) 
que le Systeme de toutes les intersections de celle-ci avec Im» cdtes du 
triangle transversal, en offre un nombre z6ro on pair sur le perimetre 
mt'me de ce triangle, condition qui leve evidemment toute espece d'in- 
certitude. 

167. II resulte en particulier de ces Observation», que si les dif- 
fcrentes branches d une courbe geometrique, une seule exceptee, sont d<?- 
crites sur un plan, il suflira de connaitre deux quelconques des points de 
cette brauche pour etre u meme den determiner successivement tous les 
autres par une methode qui se rapporte uniquement au premier degre, 
et qui n'exige meme que liutervection de la Ugne droite ou de la regle, 
comme nous le verrons tout a l'beure. 

■ 

Eflectivement , si Ton suppose que Ia direction inde'finio de deux 
des cotes du triangle transversal restent invariables sur le plan de la courbe, 
tandis que celle du troisieme cote change de position d'une maniere quel- 
conque, par exemplo en pivotant autour de Tun de ses eommets; il est 
clair, dapres ce qui precede, que les intersections successives de ce cöte', 
avec lune des branches de la courbe choisie ä volonte, pourront etre de^ 
terminees a l'aide des autres intersections variables de ce meme cöte et 
des intersections fixes qui appartienneut aux deux premiers. 

On voit donc que chaque brauche distinete d une courbe geome- 
trique se comporte, par rapport ;i toutes les autres, comme si eile etait 
une simple Iigne droite; car deux points de sa direction suffisent pour la 
determiuer completemeut , et son träte nexige que des construetions du 
premier degre. 
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On prouverait, de la meine maniere , que le Systeme de deux 
brauches distinctes d une courbe geom&rique se comporte comme une 
simple ligne du second ordre par rapport u 1 ensemble des autres brauches 
censees oonnues; de sorte, par cxemple, que ce systcme scrait entiere- 
ment donne* an moyen de cinq points quelconques de son contour; et 
ainsi de suite pour les systemes de trois ou d'un nombre qtielconque de 
branches. Or oea circonstanccs mettent i\ meme de prevoir, a Tarnte«, 
quo plusieura des proprietes oonnues de la ligne drohe et des sections co- 
niques doivent £tre applicables aux branches simples et aux couples de 
branches des lignes ge'ome'triques de degre* quelconque. 

C'est ainsi, par < xemple, que nous avons vu (155. et suiv.) les pro- 
prlrtrs projectives les plus generales dont jouit une ligne du second ordre 
par rapport u une droite arbitrah-e de son plan, subsister, d'une maniere 
analogue et sans modifications essentielles, pour le Systeme de deux branches 
quelconques, d'une ligne du 3" ordre par rapport a la derniere brauche. 

168. En gt'neral, il rc'sulte, de la nature des relations qui nous 
occupent, que toutes les proprie*te*s, toutes les conse'quences qu'H sera pos- 
sible d en deMuire pour les courbes g<*om&riques considerees d'une ma- 
niere individuelle, seront aiiBsi applicables aux systemes de droit es ou de 
courbes geome*triques qnelcoitques dont la somme des degre*s serait un 
nombre donne" et qui se trouveraient compris dans le meme plan. Mais, 
afin d'^viter les re'pe'titions et de ne pas compliquer inutilement les enon- 
ces ou les demonstrations, nous convenons, une fois pour toutes, de com- 
prendre sous la de'nomination de lignes geome'trifues, aussi bien les b'gnes 
individuelles et distinetes que les assemblages ou systemes de Kgncs aux- 
quels notre theoreme fondamental est directement applicable» 

Et, puisque ce theoreme dtablit une relation neoessaire entre les 
intersections des cdtes du triangle transversal avec les diffe'rentes branches 
des b'gnes geom&riqnes, il en resulte reeiproquement quun Systeme de 
points, choisis arfntrairement, mais en nombre egal, sur chacun des cöt& 
d'un triangle quelconque, no saurait, en aueune maniere, appartenir a une 
ligne geometrique de V ordre marqu£ par ce meme nombre s'il ne satisfait 
pas ü la relation dont il s'agit; ce qui revient u dire qu'il sera impos- 
sible de faire passer une teile b'gne par l'ensemble de tous ces points. 
Ainsi, par exemple, six points e*tant aitues arbitrairement , mais deux par 
deux, sur les cotes d'un triangle. on ne saurait oonstruire aueune ligne 
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du second ordre qui contienne ces six points, et fl est egalement de toute 
rnipossibilite* d'ea faire passer une du 3" par neuf points qui seraient 
choisis (i volonte, quoique trois par tvoh, sur ces memes cötes. 

Enfin il parait Evident, d'apres le No. 166., que, lorsque les points 
consMeres satisfont aux couditions de graudeur et de position dont U y 
est question, toute courbe geometrique, du degrö* marque' par le uo rubre 
des points qui appartiennent a un meme cöte et qui passerait par le Sy- 
steme de ces points et de tous les au t res, un seul excepte", devra neces- 
sairement aussi passer par ce dernier. 

Ainsi, bien que nous ignorions actuellement les moyens geome- 
triques de construlre une teile courbe u Taide des points donnes, quand 
son degre* surpasse le deuxieme (145), nous n'en devons pas moins re- 
g arder la relation me'trique qui lie entre eux ces points, comme un in* 
dioe de l'existence de cette courbe en general, ou, si I on veut, comme 
nne de*Qnition qui exclne seulement toute idee de son impossibilite* abso- 
lue. Au stirplus, lorsque, dans le courant de ce §. U nous arrivera de- 
noncer quun certain groupe de 3m points, assujettis aux conditions que 
suppose cette relation, appartient ti une ligue du dogre* m marque par 
le nombre des poiuts qui sont situes sur chaque transversale, ce sera 
uniquement dans la vue de simplifier le langage, et millement de rien pro- 
noncer u l'avance sur l'existence ou la possibilite* eftectivode cette courbe, 
possibilite qui sera demontree completement et generalement dans le pa- 
ragrapbe suivant, ou nous nous occuperons, d'une manicre speciale, de la 
construetion des Ugnes et surfaces geometriques par leurs systemes d'iu- 
tersections avec des transversales rectuignes uonnees. 

Methode gendrale d' Elimination appliquee specialement aux seg- 
mens qui deviennent nuls ou infiniment petita. Des tongentes, des points 
singuliers et des polygones inscrity ou circonscrits. 

169. Apres les Observation» p reliminaires qui pr&edent, nous 
nous occuperons des differens modes par lesqueh on peut transformier 
notre relation primitive en d'autres egalement propres u caractenser les 
lignes geomefriques , et n faire construire numeriquement ou grapbique- 
ment l'une quelconque de leurs intersections avec les cötes du triaugle 
transversal, quand les intersections restantes sont censees donnees; ce qui 
conduit n<5cossairement aussi a autant de theoremes distmets ou de pro- 
prietes nouvdles des bgnes geometriques. 
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En effet, il suffit de (raiter cette relation comme nous l'avons fait 
daus Ig 1. §., pour le cas particulier des lignes du second ordre; cest 
ä dire cu fesant interveuir de nouvellcs transversales rectilignes on courbes 
qui contiennent quelques- uns des poiuts d'abord consideres, et qui, don- 
nant lieu a d'autres relations analogues, permettent d'eiliminer simultane- 
meut, ou sucecssivement de la proposee, tout ou pnrtie des segmens qu olle 
renferme, de nianiero h retotnber fuialomont sur une egalitc plus simple, 
sur une relation qui indique plus explicitement que la premiere, Ia de- 
pendanco graphique qui He, entre elles, les iutersections primitives de la 
oourbe et ses transversales. 

Obervons en outre que, par de teile« Iransformations, on peut 
aussi generabser notre equation fondainentale , de maniere u la rendre 
applicable u des Situation« des transversales pour lesquelles eile eesserait 
de l'etre sous le point de vue purement gc\>metrique. En effet, par I'eli- 
miuation, de tous ou de portie des segnieus qui y entrent, au moyen 
d'cquations et de transversales auxiliaires, on rend les relations neun elles 
independantes du mode d'existence propre des points auxqucls ces seg- 
mens ap|>artienuent ; de sortc <jue ces segmens peuvent devenir nuls, in- 
finis, imaginaires saus que ces derniere» relations deviennent, pour cela, 
identiques, illusoires etc. 

170. Nous avons deja offert dillerens exemples de ces transfor- 
mations pour le cas particulicr des lignes du 2 d tt% du H ,n ' ordre, mais il 
convient de les etudier ici d'une maniere tout u fait speciale et pour les 
courbes de degre quelconquc. 

Supposant, entre autres, que, daus le cas general ci-dessus (165.) 
d'une courbe geometrique plaue coupee par les cötes indefiuimont prolonges 
du triangle abc, il arrive que le sonimet c de ce triangle doive etre si- 
tu«? sur la courbe, et se coufondre ainsi avec les points <j et r qui lui 
sont adjacens; les segmens co f er devenant ü la fois nuls, la relation pro- 
posee prendra la forme % = 1 ou 0 = 0, et cessera ainsi detre apte 
u definir la courbe, ou a determiuer Tun quelconque des segmens du 
triangle u 1 aide de tous les autres. Mais, si Ion coneoit, par les points 
q et r, une nouvelle transversale rectiligne ou courbe quelconque, le Sy- 
steme de toutes ces intersections, avec les cötes du triangle a h c, donnera 
lieu ü une seconde relation qui permettra d'eMimioer, de la premiere, les 
segmens cq et er, censes nuls ou inüniment petits, et qui conduira u une 
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derniere equation propre . A de*terminer immediatement l'une quelconqtie 
de« intersoctions du triangle abc, avec les deux courbes devenues tan- 
gentes entre elles au point c, quand on connaitra le Systeme de toutes 
les autres. 

171. Pour nous borner, ic!, A ce qull y de plus simple et de 
plus elemeutaire, nous supposerons que la ligue auxiliaire sott Ia droite 
indefinie fr rencontrant au point P le 3* cdte a b du triangle transversal, 
on aura evidcmment 

ar.eq.bP j 

er .bq.aP ' 

equation qui, multipliec, membre u inembro, per la proposee (165.), donne 
cettö swtec 

{ap){bq^){cr')bP _ 
^P){cq , ){ar J ) aP "~ l > 

dans laquelle (bq 1 ) est cense representer le produit de tous les segmens 
bf', bq" f b?'" A lexception de by; (or') le produit semblable de 
tous les segmens, er', er", er'".... u l'exception de ar etc., et 
doü Ion dc'duit ünmediatement le rapport de bP ü aP propre A con- 
struire le point P, et parconsequent la transversale yrP, qui devient na- 
turellement une tätigen tc de la courbe proposee, dans lhypotbcse ci-des- 
sus ou les points y et r se confondraient en un seul avec le sommet c 
du triangle considert*. 

On remplira aussi le meme but d'el immer, de Ia relation primitive, 
les segmens er et cy qui la rendeut identique, en observant que, dans 
le triangle c?r, le rapport des segmens ou cötes dont il sagit, conservo 
une valeur determiuee et linie, meine quand ce triangle s evanouit, ou cjue 
la direction indefinie de devient tangente » Ia eourbe. En eflet, ce 
rapport est egal u celui des sinus des angles cyr, erq opposes respective- 
meut aux cötes er et cq dont il sagit. Mai» ce dernier mode delimi- 
nation aurait l'inconve'nient do faire intervenir, dans la relation primitive, 
des elemens d une nature etrangore A ceux qnelle contient, et qui nc so 
prt'teraient pas, avec Ia meme facilite, aux interpretations geonwtriques 
ou aux transformations que nous aurons A lui faire subir par la suite. 

172. On se convaincra, des A present, des avantages inbereus au 
premier mode d'elimination en observant que la relation obtenue ci-des- 
«us (171.) peut immeMiatement se ramener A la forme im:me de celle d'ou 
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nous sommes partis. II suffit, ponr erfa, de supposer qu'on mene, par le 
point P, situe «nr le cöte" du triangle abc, une seconde droite arbi- 
traire rencontrant en 9, et r, les deux autres cotes de oe triangle; car, 
«'taut consid^ree, A son tour, corome transversale de ce meme triangle, 
eile donnere lieu a une nouvelle relation dont la combinaison avec la pre- 

5-cl 



{ap)xbg t (bq')xcr,(cr r ) __ . 
(bq)xcq t (cq , )xar l {ar') * 

qui, etant absolument de meme forme que la relation primitive et 
jettie aux memes conditions (149.), exprime (168.) que les troia groupes 
de poiats p, p 4 t p" .,,.} f t 9% 9" • • • • * r » *"» f" • • • appartenans u la 
courbe proposee a l'exccption des deux points 9 et r, sont eux memes 
situes sur ime autre courbe geome'trique d'un degrtS egal au sien propre. 

Ce th^oreme qui a son inverse, d'apres les prineipes de la tbeorie 
des polaires re'ciproques, conduit ü des enonces aussi dlegans que faefles, 
mais sur lesquels nous ne pouvons ici insister. Cententons nous de re- 
marquer que le raoyen par lequel nous sommes parvenus A ramener V6- 
quation du No. 171. A la forme de celle du No. 165., peut etre mis en 
usage dans beaueoup d'autres circonstances analogues ; cc qui permet de tra- 
duire immediatement, en relations purement descriptives , toute egalite A 
deux t er mes, du genre de Celles qui nous occupent, et qui ne diffe'rerait 
de celle du No. 165. dont il s'agit, que par l'ordre des faetcurs qui y en- 
trent ou l'arrangement des points auxquols eile s'applkpie. 

173. Nous venons de montrer comment on peut transformer cette 
derniere relation en une autre qui ne devienne pas illusoire quand Tun 
des sommets du triangle qbc se trouve situe sur la courbe proposee; et 
nons avons vu que cela revient A eliminer, de cette relation , les deux 
segmens qui sont susoeptibles d'y derenir nuls A la fois; or, il est clair 
qu'on pourrait, de meme, en faire disparaitre deux autres segraens quel- 
conques relatifs a des cotes differens du triangle transversal, ce qui per- 
xnettrait d'amener de nouveaux soromets de ce triangle sur la courbe, 
sans que la relation, ainsi transformee, ccssat d'etre applicable aux inter- 
sections qui sont demeure*es distinetes de ces sommets. 

Je dis plus , c'est que le meme procede* d Elimination pourra servir 
a amener un ou plusieurs des sommets du triangle propose", ou, en ge- 
neral, d un polygone transversal quelconque, en des points multiples de 
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la courbe, et ccla quelle qne soit Tesptce de ces points ou 1e nombre 
des branches qui y passent. En eilet, fl suffira e*videmment de faire in» 
tervenir, dans la figure, autant de transversales auxiliaires (171.) qu'U y 
a de ces branebes, et qui soient telles que, reunissant deux par deux les 
intersections du triangle et de la courbe, qiü doivent se coufoodre soit 
avec Tun des sommets de ce triangle, soit avec l'un des points multiples 
de cette courbe, elles nnissent par devenir des tangentes veritables aux 
differentes brauche« dnnt il s agit. 

Les points conjugues, de rebroussement ou d'inßexion donnantlien 
a des Observation* analoguea, on voit qu'U doit en resulter une infinite' 
de theorcmei absolument neufs sur les points singtrliers des courbes geo« 
metriques , et, ea gc'neYal, sur les /igures qui leur sont inscrites ou cü> 
conscrites. Ces propositions pourraient ensuite <*trc doublees au moyen 
des prineipes exposes dans notre Memoire sur la the"orie des polaires 
reeiproyues, et Ton en dc'duirait notamment des procedes forf simples et 
sur lesquels nous auroas occasion de reveuir dans le $. suivant, pour con- 
struire, par points, toute ligne geometrique ayant un point multiple d'tm 
ordre inferieur, d'une ou de deux unites, au sien propre etc. Mais 
ce n'est pas ici le Heu de s'etendre sur ces diilfoentes matieres dignes 
d'interet et qui sont susceptibles des plus grands developpemens, soit 
qu'on s'arrete aux figures situees simpleroent dans un plan, soit que Ton 
considere des polygones gauches quelconques coupes par des snrfaces geo- 
metriques dans l'espace, 

■l ratluction de l'equation iondamentale en rektions pureramt descriptiv« ei lineairm. 
174. Revenons maintenant aux snppositions gent'rales du No. 165., 
oü le triangle oic a une Situation quelconqtie par rapport u la courbe, et 
montrons comment, en suivant la marche qui precede, on peut aisement 
decouvrir les raoyens de coiistnüre line'airement , c'est-u-dire avec une 
simple regle, Tun quelconque des points defiois par la relation 

(ap) (feg) (er) = . 
{bp){cq){ar) * 

quand tous les untres sont censes donnes sur la directioa des transver- 
sales ab, bc et ac. 

Pour y parvenir, U nc s'agira evidemment que deJimicer successi- 
vement, de la relation dont il s'agit, tous les segmeus qui y entrent, en 
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condirisaut par ies points d'intersection de Ia courbe , pro deux u deux et 
dans im ordre convenable, de nouvelles droites considere'es, u leur tour, 
com nie autant de transversale» de cotes du triangle, et en procedant, du 
reste, comnic cela a deju ete" indique plus haut (171.) relativ ement aux 
segnicns des points? et r, cest-u-dire en sarraugeant.de facon ü retomber 
toujours sur uno derniere relation de la forme de la proposee et qui ap- 
partienne simplement au Systeme de trois derniers points skues en b'goe 
droite; co qui est possible d une infinite* de manieres differentes, et con- 
ti uit a autant de procedcs graphiques distioota pour construiro Tun des 
points primitivement coosideres quand on connait tous les autres, prooe- 
dcs dont nous nous contenterons de donner quelques exemples, sans in- 
«Uter meme sur les consequences ou les theorcmes qui peuvent en dc'cuu- 
ler pour les Hgnes g&nie'triques des divers ordre«. 

175. Ouil » ag»«e> en particulier, d une ligne du .4" degre* eoupee, 
par les cötes du triangle abc, comme il a 4*6 expliquö* an No. 165.; on 
considerera d'abord le groupe des six points p et />', q et r et r' hU 
tues par eouples ou deux par deux sur les cötes dont il s'agit, et on les 
traitera de la meme maniere qu on la fait au No. 148. pour le cas des 
simples sections coniques, en completant, par exemple, l'hexagone inscrit 
pp' <jy' rr' p, ou, ce qui revieut au meine, en tracant les trois transversales 
y'r, pr'y p'tf, joignant des points d'intersection qui appartiennent u des 
eouples de cötes düTerens du triangle abc, et dont la rencontre respec- 
tive, avec chacun de ses troisiemes cötes, d&erminera les nouveaux points 
P, Q, R qui sont les points de concours des cötes opposes de 1 'hexagono 
dont il s'agit. On menera pareillement, par les six intersections restantes 
et toujours dans le meme ordre, les trois transversales r", p"r"\p"'q", 
rencontrant en P', Q' t R' respectivement les cötes du triaugie abc, dont 
ccs transversales ne dependent pas. Cela pose", considerant le systeme 
complet de ces six transversales comme une courbe unique (167.) du 6* 
degre", on aura, entre les 30 segmens quelle determiue sur les cotes abc 
ou sur leurs prolongemens. la relation generale 

(ap)(bq){c r)x a p. aP* xbQ.bQ' x cIl.cR' . 

lbp){cq) (ar)X(>»;&/" «cQ.cQ' xaH.aR' ~~~ » 

qui, en vertu de ceile qm api»artieut a la courbe proposee, se reduit »i 
la suivante 

aP.aP'xhQ.hQ'xcR.cR' _ . 
bP.bPxcQ.cQ'xaR.aR' 
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Cette nouvellc equaiion exprime evidemment que le Systeme des 
sbt points P et Q et Q', R et R', distribues deux par deux et sym<£- 
triquemcnt sur les cötes ab, bc et ac, du triangle propose*, appartienneut u 
une Heule et meme ligne du second ordre, car eQe satisfait aux differentes 
conditions speciuees aux No. 148., 149., 165. et suivans. Traitant douc 
ces tix nouveaux points comme il est indique danK le premier de oes nu- 
merus , ou comme on vient de le faire des deux groupes des douze Pre- 
miers points appartenaus A la courbe propose*e, on obtiendra finalement 
trois derniers points qui seront situes en ligne drohe, conformement « ce 
qui a &e e*tabli dans ce memo numero et A ce qu'indique le principe de 
Pascal sur les hexagones iuscrns aux lignes du second ordre. 

Ces constmctions, comme on voit, lient entre elles grapbiquement 
les douze intersections de la courbe du 4* degre et des cdtes du triangle 
abc, de maniere que onze quelconques d'entre elles etant donnees, la der- 
niere s'ensuit ne*cessairement par le trace de simples lignes droites. 

176. S il s'agissait d'une ligne du 3* ordre seulement, on tracerait 
une droite arbitraire formant, avec cette ligne, un Systeme qu'on traite- 
rait comme on vient de le faire pour la courbe du 4* degre*. On pour- 
rait aussi detacber, des neuf intersections de la ligne du 3* ordre avec 
les cdtes du triangle abc, un groupe de six points syme*triquement situes 
sur ces cötes , afin de traiter ce groupe comme on l'a fait precedemment, 
mais la relation n la quelle on parviendrait ainsi, nayant pas la forme de 
oelle du No. 165., on n en pourrait conclure que les trois points nouvel- 
lement obtenus, rennis aux trois derniers* points de la courbe proposce, 
appartienneut u une ligne du second ordre; il faudrait necessairement lui 
faire subir la transforniution du No. 172. pour la rendre susceptible d'ex- 
primer imm^diatement une dependance grapbique entre les points aux« 
quels eile se rapporte; ce qui euleverait a la construetion finale toute la 
symetrie qui caraoterae le i»remier mode doperer. 

Cette difficulte nexiste pas pour les lignes du 5*" ordre; car, sa 
Ton detachc des 15 intersections qui leur appartiennent sur les cdtes du 
triangle transversal, trois quelconques d'entre elles relatives u des cdtes 
differeus, puis q'uon traite les 12 intersections restantes comme on l'a fait 
des 12 intersections relatives a la courbe du 4' degre ci-dessus, on arri- 
vera finalement u trois drrnbrs points qui, re*unis avec les trois points re- 
serves, appartiendront naturellement a une ligne du 2 d ordre; ce qui tient 

29« 
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essen tieliemcnl ü ce quo Ies 12 premiora pointa ont eHc soum« ü un nom- 
bre pair d Operations qui n'ont pas change* l'ordre dea produita des segmens 
qui, dans les cquations succeaaives, se rapportent a ces douze points. 

Ponr Ies lignes da 6* ordre, on partagerait les 18 intersections cor- 
respondantes en trois groupes de six points respectiyemcnt situ es snr les 
cutes du triangle; et, les traitant separement comme s'ib appartonaient ä 
unc Hgno du aecond ordre, ou arrivcrait a neuf derniers points sitm's sur 
uno ligne du 3"*" ordre, qu'ou traiterait, u leur tour, commo nous venons 
de l'iudiquer pour cct ordre, cn fesant intcrvenir une dtoite auxiüaire queU 
conque dans la figuro, afia de n'avoir qn'une ligne du 4" ordre u consiüercr. 

On procederait d une maniere analogue pour les lignes dos ordres 
auperieurs au 6*™*. 

177. Les oonsfructious qui prtW-dent etablissant des dependanecs 
puretnent graplu'ques et linoaires entre Ies iutersections d'une courbe plane 
donnert et Ies cotes d'un triangle pris pour transversal de cetto courbe, il 
est clair que ccs depeudances ne cesseront jamats d'etre applicables au 
Systeme des iutersections correspondantes, pourvu seulement quaueuno d ni- 
tre elles ne devienno imaginairei eile servira douo ii conatruire Tune quel- 
conque de ces iutersections au moyen de toulcs les autres, mume quand 
le triangle dont il s'agit s'ö\ anouira, aura des souunets places sur la courbe 
ou situes a liufiui etc.; ce qui l'ournira, entre autres (171.), le raoyen 
de construire, toujours par de simples intersections de lignes droites, la 
tangentc eu Tun quelconquc des points d'une courbe geoinetcique don\ee 
sur im plan. 

Ce sont precisement ces construetions, dont l'analogie aveo celles 
qui rcsultent du principe de Pascal pour les sections coniques est de toute 
evidenco, quo nous avions deeouvortes, «los 1816, et quo uous arona an- 
noncc*ea ü la pago 154. du toruo VIII. des Jnnalcs de Mathemtitique.i, 
anne*e 1817. On voit qu em isagcei individuellemcnt et pour cbaque courbe 
d'un certain ordre, ellos sont u>sez aimples en elles inemes pour ctre fa- 
cilemeut appliquoes, et a&stv: sym&riques pour <?tre aisement retenuea et 
aaisies par l'csprit. Mais elles n'eu mauqueut pas moins, dans leur ensem- 
ble, de ce caraetere d uniforinite* et d'universalite, qui peut seul rendre 
les «Methode* matheniatiques vraimeut rocommandaLles : c'ost pourquoi, dans 
ce qui va suivre, nous exposerous dea consiructions alwoluinem exemptes 
de cct incouvenient. 
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Elimination de tous les « gmeiw rvlaiifs a uue mt-ine transversale ou an Systeme de dcux 
transversal. » distinetes. Des systemes d'intersection en inrolution ■imple. 

178. Afin de raieux faire apercevoir Ia marche qui nous a fait par- 
venir a ces construetions , nous remarquerons que In relation du No. 165. 
devieut complo'teuient illusoiro quand lun des cotes du triangle abc passe 
u 1 inJini; ensorte que cette relation n'apprend plus rien par eile memo sur 
Ia loi ou Ia dependence qui b'ent entve clhs les difierentes intersectious 
de ce triangle et de Ia courbe. Or nous venona de voir que cette de- 
pendance, consideree sous le point de vtie purement graphique, n'en existe 
pas moins dans lu supposition dont il »'agil, puisque, d'apres los uoiions 
ge'no'ralemcnt adraises, toute droite, ä distance donnoc, qui oontieut Vun 
des points dune courbe, situe* ä linfiiu, n est autre chose qu une parallele 
a la brauche ou h Tasymptote correspondanto de cette courbe; donc fl 
doit ex ist er aussi une relation nictrique necessaire eutre tous ceux des 
differeus »egraens du triangle abc f qui, fesaut partio de la relation pri- 
mitive, n'ont pas acquis uue valeur infinie dans Hypothese dont il sagit. 

Pour di'eouvrir cette nouvelle relation, il ne s'agira, suivant l'csprtt 
de la nictbode que nous avon.% jusqu'ici prise pour guide, que de traus- 
former la relation du No. 165. en uue autre qui cesse de devenir iden- 
tique quand le cöte du triangle aOc, que l'on considere, s'eloigne a uue 
distance iuiinie sur le plan de la courbe ; ce qui consiste toujours n olinri- 
ner, de cette relation et ä I aido de nouvclies transversales recülignes con- 
venablcment traeees, tous les coi^Ies de segmens dont le rapport con- 
serve csseiitiellcmcnt la forme indeterminee g-, attendu qu'en devenaut 
wfinis, il» diflerent ontre eux d une quantite qui reste eile ineme inßnie. 
Or cette circonstauce n a e\idcmmeut Ken que pour les sculs segmens qui 
appartiennent au cöle dont il a'agit ; c'est donc aussi de ces seuls segmeus 
qu'il faut de'barrasser la relation proposee, en menant, par les intersections 
oorrespoudantes de Ia courbe, de» trautversalcs rectiligncs arbitraire*. 

A3U. bupposant, par exeniple, que ce soit le cute bc du triangle 
abc, qui soit snaceptiblo de passer a l.nfini; pour faire sortir, de l'ega- 
Iitcj du No. 165. les segmens qui uppai tiennent A ee cute, on menera, par 
»es intersections o, $>".... aveo la courbe, des drohe« ou transver- 
sales arbitraires coupaut respeetivement en P et Jt, F et R' y ?" et R" etc. 
les deux au t res cotes ab et ac de ce triangle. Cela pose on aura evidem- 
ment, en eonsidorant le Systeme de ces transversales commc une ligne 
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geometrique du meine ordre qiie ta proposde, et en conscrvant d'ailleurs 
les Conventions jusqu'ica admises, 

( «P)(ftg)(cB) . 

(AP;(c g K«B) - 
d'ou I on tire, en combinant avec la relation du No. 165. 

(«p) (er) _ (ar)(cH) 
(6p) (ar) ~ (6i»)(ait)» 

Dilation dont 1 enonce facile donnerait Ueu a un nouveau theoreme sur 
les courbes geom&riques, et qui, dans la supposition ou Ac s'cloigne u 
Imfini et ou les transversales auxiliaires PyR, P'o'R! .... se changent, 
comme nous l'avons dit, en un Systeme de paralleles quelconques aux dif- 
ferentes brauche» infinies de la courbe, i>rend cette autre forme encore 
plus simple 

(ap) (« P) 

(er) — (aJl)' 

attendu qne les rapports de segmens infinis se r&Iuisent ici A 1'unite*, puts- 
que ceux-ci ne different entre eux que d une quantite* donnee. 

D'ailleurs, quand les transversales auxiliaires, au Ueu detre menees 
arbitrairement, sont prises tangentes A la oourbe proposee ou qu'clles se 
couföndent avec ses differentes asymptotes, on retombe sur un ti icorcmc 
demontre, par tfaring, A la page 85. de ses Me langes analytiques, le- 
quel n est ainsi qu'un cas particuUer du nötre. 

180. Supposons encore que ces trausversales soieut conduites par 
les intersections respectives r, r', r" .... de la courbe et de Tun, ac, des 
cötes du trian^Ie «Ac, dont elles ne derivent pas; ce qui revieut u sup- 
poser que R coincide avec r, /<" avec r', et aiusi des autres; la relation, 
obtenue en premier Ueu, deviendra, attendu qu'alora le produit (er) = 
(c/f), le produit (or) = (cÄ), 

(°p) _ i"P). 

{b P ) - {bpy 

nouveHe equatiou qui, lorsque le dernier cote bc du triangle seloigne a 
l infini ou devient simplement parallele au oute ab, se roduit A cette autre 
encore plus simple 

(ap) = (gP), 

et qui indique, d'apres nos Conventions (165.), que „le produit de tous 
„les segmens ap, ap', ap" .... relatifs A la courbe proposee, est «gal 
„A celui de tous les segmens aP, aP*, aP",..,. determioes par les so- 
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cantes ou cordes indefinios yr, fV, ft" . . devenues paralleles aux dif- 
ferentes brauche« ou asymptotes de cette courbe 

181. L'equation 

relative au cas ou ac ou bc res tont quelconques, se rapporte evidem- 
ment u la forme des trois premieres de Celles qui ont ete etablies aux 
IV o. 143. et 144. pour le cas des ligoes du second ordre; ce qui cooduit 
ü quelques consequences interessantes coucernant les lignes geometriques 
en general, et qui peuveut etre considc'rees comme l'extension des pro- 
prietes dont jouissent les quadrilateres inscrits au Systeme de deux droites 
ou a uue section conique quelconque , supposes coupes par une transver- 
sale arbitraire» 

En effet, le Systeme des transversales PoR, Ff Bf, P" 9 "R",.... 
dont 3 a ote" question ci-dessus, forme, aveo les cötes indefinis du triangle 
abc 9 une suite continue de quadrilateres PRR'P, P' R' R" P" .... ega- 
lement inscrits « Ia courbe proposee, et dont les differens cötes se trou- 
vent, aussi bien que les branches de cette courbe, coupees u la fois par 
la transversale arbitraire ab -, l'equation ci-dessus peut donc etre cousi- 
deree comme indiquant que les points a et b, qui appartienuent aux deux 
cötes communs ii tous ces quadrilateres, jouent le meme röle ou sont en 
mvolution simple, soit par rapport aux intersections de la transversale et 
de la courbe, soit par rapport aux intersections de tous les autres cötes 
des quadrilateres. 

Mai» ce rapproebement, eutro les proprietes des lignes du second 
ordre et ©elles qui appartiennent aux lignes d un ordre quelconque, peut 
etre rendu plus evident et plus oomplet eueore, en observant que la rela- 
tion, qui nous occupe, etant independante de l'ordre meme dans lequel 
on Joint, deux a deux, les intersections distinetes, des cdtes ac et bc du 
triangle trausversal, avec la courbe, eile a Ken, d'une maniere analogue, 
pour les deux systen.es de diagonales joignant des sommets differens des 
quadrilateres ci-dessus; de sorte que les intet s^ctioos de la transversale 
arbitraire avec la courbe, et ses intersections avec les cötes ou les diago- 
nales distinetes dont U s'agit, constituent quatre groupes de points qui, 
combioCs deux a deux, soot u la fois en Involution par rapport aux points 
o et 6 de la transversale. 
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182. Pour traduire cos consequenccs en un langago plus cxpli- 
citc encore, eoncevons une courbe geome'trique du degrc 1 rn traceo sur 
un plan; soient ac et bc deux transversales arbitraires rencontrant cette 
courbe en autaut de points qu'il est marque par son degre; inscrivons, 
A volonte, A cette tnenie courbe, un polygone de Im cötes qui ait altcr- 
nativemeut pour sounnets les m points de rencontre de a c et les m points 
de rencontre de 6 c ; soit en outre a b une troisieme transversale arbitrairo 
rencontrant les deux premieres en a et 6, la courbe aux m points p, p\ 
/>"...., les cot es de rang pair du polygone aux m points P, P', P" . . . . 
et enGn ceux de rang impair aux m poiuts P, , PJ , P? . . . . respective- 
ment; on aura, selon ce qui vient d'etre demontre, les deux relations 

(«]») . (aP) (aj>) _ (qPth 

(&,,, — (4P) > t&p) — [STj 

d ou I on deduit iminediateuient cette troisieme 

UP) . (aP t ) 
(bP) <6f>,;> 

qui se rapporte uniquement aux intersections de la transversale ab avec 
les cot ('s de rang pair ou de rang impair du polygone, et u laquelle on 
arriverait directement et generalement, pour un polygone quelconque, d un 
nombre pair de sommets, inscrit A l'angle de deux droites arbitraires ac 
et b c, en considerant alternativenient le Systeme de tous les cutes de rang 
pair de ce polygone et celui de tous les cdtes de rang impair, comme 
autant de lignes geometriques (165.) transversales du triaugle abc, forme 
par la rencontre mutuelie des deux droites ac et bc dont Q sagit, et dune 
troisieme droite arbitraire ab. 

183. Ce dernier theoreme qui, daprAs ce que nous avons fait voir, 
de deux manieres diflerentes, aux No. 515. et 517. du Tratte des pro- 
prietes projectives des jigures, s ctend aisement aux polygone«, d'un nom- 
bre pair de cotes, inscrits u une ligne du second ordre quelconque, ce 
theoreme, disons-nous, lie entre eux tous les points de deux systemes en 
involution simple par rapport A deux poiuts donncs, de maniere A faire 
decouvrir lineairement Tun quelconque d'entre eux, quand tous les autres 
sont aasignes A priori. 

Qu il sagisse, par excmple, des deux systemes de points p, p\ p" .... 
P, P, P" consideres dans le IVo. 181., et qui sont en involution par rap- 
port aux sommets c et b du triangle abc, ou inscrjra, A volonte, dans 
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l'angle acb des deux transversales ac et ab, ou de deux droites rpiel- 
conqucs issues de a et b t un poljgone dans les sommeU, en nombre 
egal A oelui des deux Systeme« de points proposes s'appuient alternative- 
ment sur ces droites et de manierc que les cdtes de rang pair, je snp- 
pose, passant respectivemant par les points p, p', p" les cdtes de 
rang impair, un seul excepte, passent respectivement aussi par ceux des 
points P, 2*, P".... qui tont censes donnes. Cela pose", le dernier 
cdte" im naturellement rencontrer la transversale ai au poiut qui a ete" 
excepte; circonstance qui d'ailleurs arrivera quel que soit ce point et quel 
que soit l'ordre dans lequel on ait opore\ 

Nouvelles construcüon des »angentes. Des fatsceaux «le taugen tes en iorolution. 

184. Ce qui precede fournit evidemment une nouvelle mrthoJe, 
aussi generale qu'elle est symefrique et elegante, pour construire (164. et 
suiv.) l'une queloonque des interseetions d une courbe geometrique avec 
trois droites ab, ac et bc, arbitrairement tracees sur son plan et lors- 
que toutes les autres sout connues ou donnees par le trace de la courbe. 
De la egalement un procede* nouveau pour coustruire lineairement, ou 
sans autre instrument que la regle , la tangente en un point donne* d'nne 
courbe geometrique queloonque, plane ou u double courbure, procede' qui 
peut aussi servir u construire les asymptotes de oette courbe, quand on 
connait simplement Ieur direotion ou leur poiut de tangente ä Pinfini. 

Supposons, par exemple, que, dans la figure relative aux No. 180. 
et 183., le point de rencontre c des transversales ae et bc, soit pris sur 
la courbe, de maniere que leurs interseetions o et r avec oette courbe, 
se confondent en une seule au point de rencontre dont H s'agit; la droite 
in de Ii nie (] r devicndra e*videmmeut une tangente de la courbe, et la rela- 
tion graphique qui precede donnera le poiut de rencontre P, de oette tan- 
gente, avec la transversale arbitraire ab. 

185. En appliquant aux diverses propositions qui nous ont jusqu'ioi 
occupe*, les principe* exposes dans les No. 101., 120. et suiv. de notre 
prec&lent Memoire «ir la thiorie da poladres rSciproques, on arrive 
a divers resultats, dont nous nous bornerons ä citer les suivans parcequ'ils 
conduisent u des enonces faciles. 

„Soit une courbe queloonque , de degre* m, tracee sur un plan, et 
„ o, 6, c trois points aussi quetconques de ce plan, de cbacim desquels on 
cna* loowmj d. m. Bd. vm. HQ. i. 30 
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„ait nene, ü la courbe, les m (m — 1) tangentes*) qui lui oorrespondent 
„(No. 66.), tangentes qui scront ioi cens^es toutes reelles; choitissons, A 
„volont«', parmi les m*(m — 1)* intersections mutuelles des tangentes issues 
„de b et de r, un Systeme de m(m- — 1) de ces interseotioiM appartcoantes 
„n autant de couples distinets de ces tangentes; fasons enfin passer, par 
„les intersections dont il s'agit, un faisceau de /»(m — 1) droites dirigees 
„vers le point a; il resulte, des No. 180., et suivans, que ce faisceau et 
„celui des m(m — 1) tangentes, issues du meine point a, s er out en invo- 
„lution simple par rapport aux deux droites indlfinies ae et ab; e'eat- 
„ä-dire que les intersections respectives de ces faisceaux, avec une trans- 
versale arbitraire, seront elles-m^mes en Involution par rapport aux 
intersections de cette transversale et des deux droites dont il s'agit." 

H resulte en particulier, de ce theor^ine general, que, si Ton se 
doune toutes les taugentes issues des trois pnints a, b, c, une seule excep- 
t4e, on pourra immediatement determiner celle-ci par de simples traces 
de lignes droites, et en ayant reconrs aux constructioiis du No. 183. ap-* 
pliquees aux intersections de la transversale ci-dessus; probleme de Ia 
Solution duquel depend d'ailleurs la de*terminatiou du point de coutact 
des tangontes. Mais on peut aussi operor directement en renversant les 
construetions elles - mdmes , au moyen de la Theorie des polaires reeipro- 
ques, en obsen'ant que la question revient, en definitive, ä determiner l'une 
quelconque des droites des deux faisceaux issus du point tf, et qui sont 
en Involution par rapport a ab et ac, 

A cet effet, ayant ohoisi a volonte deux points b' et c' sur ces 
dernieres droites respectives, on s'en servira pour faire passer alternati- 
ve ment les cot es, de rang pair et impair, dun polygone quelconque dont 
les sommets s'appuieront eux-memes alternativem ent sur chacune des droites 
du oouple de faisceaux consideres, ä l'exception oependant de celle qu'il 
s'agit de determiner au moyen de tous les autres. Cela pose, le dernier 



sommet de ce polygone, celui qui est demeurc' entierement libre, se pla- 
cera de lui meme, sur Ia derniere droite, et servira ainsi i la determiner 





) Rod» revundrons, dans I» qnstrieme sur ce qoi 
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186. Ces exemples suffisent pour donner une idee du genre de 
propositions aux quelle« on est conduit quand on applique nos principe« 
sur la n-ciprooite des Agares, aux direnes considerations qui prec4dent; 
c'est pourquoi, sans insister davantage, nous retourneroos h l'objct de nos 
premicres investigations relatives aux applications speciales de la doctrine 
des transversales, ea remarquant qu'il nous reste une derniere transfor- 
mation n faire subir ä la relation generale du No. 165, pour qu eile puisse 
s'e'tendre a toutes les Situation* possibles du triangle ou dos transversales 
don! eile dirive, 

Du changeraent complet de forme que subir, dans certains caa, la relation 
fondnmentale. — Theoreme* qui cd resultrat. 

187. Par les considerations du No. 171, et suivans, 170. et 180,, 
nous avons deja converti la relation fundamentale du No. 165. eu d'autres 
relation« metriques qui ne deviennent illusoires ou identiques ni quand 
les sommcts du triangle forme" par les intersections mutuelles des trans- 
versales de la courbe, se trouveirt situes sur eette courbe, ni quand un ou 
deux de ces sommets se soiit Eignes A l'iufijii sur son plan. Mais toutes 
ces nouvclles relations se r&uisent, aiusi que la primitive, ä des iden- 
tites de la forme 1 = 1, quand ce raeme triangle vient ä s'evanouir com- 
pl&ement, soit que d'ailleurs les Hirections md&nies de ses cotes restent 
distinctes en convergeant en un point uuique, soit que deox quelconques 
d'entre elles se reuni&sent en une seule Igalement distiucte de la troisieme. 

Toutefois les relations puremeut descriptives et Unfaires auxquelles 
nous sommes parvenus aux No. 175. 176, et 183., en eUiminant successi- 
vement, de Celles dont il sagit, tous les sogmens qui v entrent, ces rela- 
tions, dis-je, ne cessant nullement d'etre applicables au Systeme des trans- 
versales, et devant etre considerees comme les traductions immeViiates des 
relations metriques dout elles dement primitivement , il laut bieo encore 
que rindetermination de celles-ci tienne purement au changeinent de forme 
qu'elles doirent subir daus la nouvelle bypothese. 

188. fl est Evident qu'on ne taurait ici .e top loyer le mode d'e'ti- 
mination successive des segmens dont nous nous sommes servis precedem- 
ment; car il nous ferait retomber sur les meines relations liueaires. Mais, 
ai Ton met l'equation du No. 165. sous cette forme 

(ap) (o 9 ) (ar -f a c) = (« r) (ap + a b) (b 9 -f 6c), 

30« 



Digitized by Google 



232 18l Ponceltt, mafyat da tramversatet, 

qu'ensuite on dcveloppe tous los produits des facteurs binomes en negü- 
geant successivement , dans les re*sultats, les termes quo conticunent ab, 
bc et ac u dos degres superieurs au premier, attendu que les cotes du 
triangle abc peuvent, ici, etre ceuses infiaiment petita, on obtiendra la 
nouvelle equatiou 

••>(£)- •»(£)+*'>(£). 
dans laquelle le signe 2 designe la somme algenrique ') des valeurs in- 
ferses ou des riciprotjues de segmens analog uea, diüerant seulement par 
le signe de position et laccent ou indice qui affecte les lettres p, o, r. 

On arrivera plus rapidement enoore , a cette transformee, en pre* 
nant la differentielle logaritbmique des deux nomLres de l'equation pri- 
mitive (165.), dans laquelle on devra, selon ce qui precede, regarder les 
produits (er), (bp) et (c f ) comme les seules quantites susceptibles de va- 
rier, et conside>er les Variation* des segmens relatifi* ä chaoun des cotes 
du triangle abc comme egales entre olles et a cos cötes respectifs cen» 
sos dovenus infinimeut petits. 

Observant maiatenant que oes cotes sont proportionneh aux sinus 
des angles respectivement opposes du triangle, et supposant finalement 
que les trois sommets de celui-ci viennent a se confondre en im point 
unique, on obtiendra la relation 

*k.paf%(~) = sin. 7 ar2(^) + sb./»flr2(^), 

pour remplacer celle du No. 165. dans le cas ou les trois transversales 
arbitraires de la courbe convergent on un memo point o, en formant 
entre olles des angles dont, conformement aux bypotbeses faites tacitement 
dans les raisonuemens qui precedent, le plus grand de tous est cense' 
Tanglo putj compreuant ar daus son interieur. 

189. Mais, ainsi qu'fl a deja ete* obaervt' au No. 53. (Memoire 
sur les cent res de moyennes harmoniaues) , U nest nullement indispen» 
table de recourir aux transformations alg&riques pour se convaincre que 
la relation ci-dessus säend aux lignes geome*triques dun ordre quelcon- 
que, comme eile s'applique ogalcment aux systemes composes de simples 
lignes droites, d'apres les considorations purement elcmcntaires du No. 51. 



•) Memoire $ur Ut centrt» dt moyennt» harmoniquts, No. 4. et saiv. 
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Rappeions nous, en effet, Ia moniere dont on parvient aux relations 
lineaires et purement descriptives des N. 175. et suivaus, relations qui 
sont directement applicables au cas ou les transversales ab, ac, ac, con- 
oourent en un meine point c , et observons que, si des trois d eruier» 
points en ligne droite obtenus sur ces transversales, on remonte successive- 
ment, au srsteme des six points qui appartienuent ä une memo ligne du 
second ordre, a celui des douze points qui appartiennent u une meme 
ligne du 4* ordre etc., on aura u oonsiderer un egal nombre d'equations, 
de la forme de oellc ci-dessus, qu'on obtiendra en combinant, de proohe 
en proche, par voic d'addition ou de soustraction, toutes Celles qui, d a- 
pres le No. 51. dcjü cite", se rapportent tant ä la droite qui contient les 
trois derniers points, qu'aux diflereus systemes de droit es auxiliaires (175.) 
qui servent u rem out er, de ces points, aux six preoe*dens, et ainsi de 
suite jusqu'u ce qu'on soit parvenu aux intersections memes des transver- 
sales ap, aa et <xr, aveo la oourbe proposee. 

A l inverse, en partant de la relation qui convient an Systeme to- 
tal de ces iutersections, et en operant d une maniere analogue a ©eile qui 
ü e*te" mise en usage dans les No. 175. et 176., mais en substituant tou- 
jours les additions aux multiplications, les soustractions aux divisions, on 
retombera Analement sur les relations descriptives memes aux quell es on 
est parvenu pour le cas de trois transversales dirigees d'une maniere 
quelconque. 

Quant a la relation generale dont il est question aux No. 51. et 53., 
on s'assurcra aisement qu elle n a pas Heu pour les courbes geome*triques, 
bien qu elle soit applicable aux simples systemes de ü'gues droites; ce qui 
tieut ü ce que la diversite des coefficiens numenques dont ses termes sont 
aflectes s'oppose n ce que, dans les Operations ci-dessus, les eliminations 
de segmeus puissent s'operer par de simples additions ou soustractions des 
egalites relatives. aux transversales rectüignes. Teile est aussi la maniere 
dont on doit entendre, dans le cas present (Voyez Vintroduction de oe 
memoire pag. 27, 29 et 30) que les proprictes concernant les systemes 
de lignes droites peuvent s'etendre aux courbes geome*triques d'un ordre 
quelconque. 

190. II resulte d'ailleurs, de ces rapprochemens et de ce qui a 
et« s expose au No. 54. de notre pr emier memoire, que, si l'on suppose 
le faisceau des trois transversales ao, ar, ap coupeo en A y B, C respeo- 
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tivemcnt par )a droite arbitraire A C f on aora, pour teiapiacer la relatioo 
du No. 188. ci-dessus, cette autre equation 

qui a Iavantage partioulier de ne pas derenir identique oa insignifiaule 
quand on suppose le point de concours a a l'infini, ou les transversal« 
a j>, af f ar paralleles. Eu effet, eile devient simplement alors 

ACZ(Br) e= AB2(Cp) + BCX(A 9 ) 
A C eiant la plus grande des trois distances A B % AC et BC. 

191. Je ne m'arreterai point u montrer comment ces demieres 
relations peuvent e^re I«duilea directement •) de l'equatiou generale du 
No. 188., ni comment ©Hos peuvent etre etendties A un nembre quelconque 
de transversales courergeant en un poiut unique et situees dans uu racme 
plan , s'll s'agit de courbes geometriques donnees dans ce plan, ou d'une 
raaniere arbitraire dans I'espace, s il s'agit de surfaoes geometriques en 
geueVal. Quant a * a Delation des No. 180. et suiv., qui expriment qu'iljra 
involution simple ontre les systemes de point» />,/>' p" . ... et P, P P". . . . , 
ranges sur In transrersale ab, par rapport aux intereections a, b de cette 
transversale avee les deuv autres ac et bc, il est aise de voir qu'elle se 
reduit siinplement a la auivante, lorsqno ces intereections se confondent 
en une seule a, 

ou a cette autre, »i on adopte les Convention^ du No. 190. 




•) Pour en duoner an moins uoe idee, nmu ferons obserrer que dans les trian- 
les AaC, AaB, BaC, on a, en noininaot P la hauteur commune du sommet o aar 
l.i transversale ABC, 

»°'" c =7tSi p =-' c ' a ' .A.'B..n '' i ""'- ä '- e ' .A.'m..t ' 

P 

siußaCssßO.ay/x— — 

nA.a B. *C 

•o inovcn de quoi lY-quation du No. 188. derient, en supprimant les facteurs cu djri~ 
»eurs cemmuut '« tou* »es termes 

relatioo qu( condirira immediatemeo» a cell« donl il s'agit, en obserrant qo* 
aß=ar+£r, aC = üf-f Bp, Aaz=aq+ Aq. 
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dquation qui, u son tour, se reduit ä cette egaliie plus simple encore, 
quand le point de concotira a, des transversales, passe k linJuii, ou que 
ces trausveraales deriennent paralleles eutre elles, 

Z(C/>) sb 2(C/>). 
II est evident (Tailleurs qae toutes les autres equations qiri nous ont 
occupe dans ce qui prcoede et notamraent Celles du No. 179., subiraicnt 
des trausformations aualogues dans les circonstances dout il s'agii. 

192. Supposons que, sur la transversale ac qui contient les m 
points p, p', de la courbe, on choisisse ÜB nouveau point * tcl 

qu'on ait, en tenant compte des sign es de position (6. et 17.) 

= ^" + ^7 + + " 2 \mp ' 

ou, ce qui revient au meine, 

' ax ap ~ ap' ~ ap" ~ ^\ap/* 

le point x,- ainsi defini, sera, d'apres le No. 17. dejä rite, le centre ordi- 
nale des moyennes harmoniques , de tous les points p, p*, q" . . . . par 
rapport au pole c, et il en deviendra le centre ordinaire des moyennes 
distances , quand l'origine a des segmens passera h l'infini on qu'on aura 
m.Cx = Cp + Cp' + Cp" + = 2(C». 

Donc nos deux relations du No. 191. ci-dessus n'expriment autre 
ch oso si ce n ' est que le Systeme des points P, P', P" .... qui , dans les 
bypotheaes generales des No. 180. et suivans, formaient une Involution 
simple par rapport aux sommcts a et b du triangle transversal abc f ont, 
dans le cas oü ce triangle Vevancn.it, le mime centre de moyennes Har- 
moniques ou de moyennes distances par rapport au point de concours 
commun des transversale»} ciroonstanoe qui n'altere d'ailleurs en a nenne 
facon la dependanco purement lineaire (183.) que nous avons demontre 
appartenir h ces deux systemes et qui sert a faire trouver Tun quelconque 
des points dont ils se composent au moyen de tous les autres. 

Donc aussi les relations generale« des No. 188. et 190., expriment 
que les eentres de moyennes harmoniques ou de moyennes distances des 
trois groupes de points p, p\ p" . . . . q, q' t q" . . . . r, r 7 , r" . . . . situes 
a Vintersection de la courbe et des transversales arbitraires ap t aq t ar, 
issues d'un mime point a, elles expriment, dis-je, gue ces eentres respec- 
tifs s ont titucs sur une mime ligne droite, commo cela resulte d'ail- 
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leurs, ä priori, des considcrations exposees Jans les No. 51. et 54. du 
memoire sur les centres de moyennes harmoniques. 

193. Ces dernieres considerations suffisent, je pense, pour con- 
vaincre pleinement le leoteur quo les theoreines generaux qui se trouvent 
exposes, dans ce memoire, sur les centres, axes et plans de moyennes bar- 
moniques des Systeme* de points de droites et de plans quelconques, sont 
ausceptibles de s'appliquer, d une mauicre analogue, aux lignes et aux sur- 
faces geometriques de tous les degres, pourvu que les centres de moyen- 
nes harmoniques soient censes pris par rapport a des coefficiens numeri- 
riques egaux entre eux ou a lunite, couformement A oe qui a v.u'-. ob- 
serve' plus haut. Mais nous reviendrons sur cette remarque iroportante 
dans la partie de ces recherebes qui est specialement consacree ä Pexpo- 
sitiou des principales consequences relatives aux lignes et aux surfaces 
dont il s'agit. 

Pour completter d'ailleurs l'objet quo nous nous sommes proposä 
dans ce paragraphe, il nous reste A preseuter quelques observations pro- 
pres a &endre, de plus en plus, les applications de notre principe funda- 
mental, et a le rendre iodependant, en quelque sorte, de la posiüon rela- 
tive des transversales. 

Examen particulier du cas ou les transversales convergent en un 
mime point de la courbe, ou portent des couples d'intersections ima- 
ginaires. 

194. Toutes les relations metriques, Stabiles depuis le No. 187. et 
qui se rapportent au cas ou les transversales convergent en un meme 
point, deviennent u la Ibis illusoires ou prennent la forme & = quand 
on suppose que ce point vient a sappliquer sur la courbe; circonstanee 
qui, d'apres les considerations du No. 192. ci-dessus, annonce evidemment 
que les centres de moyennes harmoniques ou de moyennes distances rela- 
ti£s a chacune des transversales , se confondent eux-memes alors avec le 
point de conoours dont il s'agit. Or il est tres digne de remarque que 
ce ne sont pas seulement les relations metriques qiu deviennent illusoires, 
mais toutes les relations purement descriptives jusqu'ici exposees, et que 
nous avons vu demeurer applicables aux divers autres changemens d etat 
de la figure, saus modiGoations essentielles. 

En y reflechissant un peu, on verra qtie cette circonstanee singu- 
lare tient a ce que trois des iutersections de la courbe et des transver- 
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sales, qui d'abord e'taient distincts sur cbacune d'elles, ont du se reunir 
en tiu seul au point de concours de ces memes transversales, En effer, 
le Systeme de ces points, supposes A une distance infiniment petite les uns 
des untres, d&ermine un Clement du second ordre de la courbe, et non 
plus simplement un Clement du premier (171.); de sorte que, pour eli- 
miner, des rclatioDs primitives, les segmens qui s'y rapportent et dont 
Ics re'ciproques sont inßnis , il ne suffit plus de fture intervenir, dans la 
figure, de simples transversales rectilignes (169. et suiv.) qui contiennent 
un ä un, deux ä deux, le pointa d'intersection dont U s'agit, mais il de- 
vient indispensable de prendre, pour transversale auxiliaire unique, une 
ligne geometrique d'un degre" tout au moins egal au second, et qui reu- 
ferme ft la fois ces trois memes poiots considercs toujours comme distiuets 
quoiqu'ils soient reellement confondus en un seul« 

195. Supposant, par cxemple, que, dans les hypotheses des No. 187« 
et suiv., le point de concours a des transversales doive venir s'appuyer 
sur la courbe proposce, en un point pour lequel les intersections p t r 
se confondeut elles- memes en une seule avec «; on concovra, par ces 
intersections, une ligne du second ordre quelconque rencontrant, de noi»- 
veau, les transversales ap, ay, ar en i", Q\ R' respectivement. Cela 
POh6 on aura, d'apres le No. 190. et en conservant toutes les notations et 
Conventions de CO niunero, 

Soustrayant cette derniere equation de la precedente, il viendra 

Cette nouvelle relation etant independante des segmens qui appartiennent 

aux pointa p, y et r, demeure immediatemeut applicable au cos on ces 

pointa se confondent en un seul avec le pöle a des transversales, et ou 

parcouse'quent la ligne auxiliaire du second ordre doit devenir osculatrioe 

de I« proposee en ce meme point. De plus, eile peut servir alora u tra- 

cer entierement cette premiere ligne par poiuts, puisqu'en laissant aP et 

a Q' fixes et fesant tarier, de position, autour de o, la troisieme transver- 

B R' 

sale a R' t eile donnera successivement les diverses valeurs de -^j^ qui de- 
terminent la position correspondante du point R\ 

Cfeöe'. JoornM 4. Jtf. M. Vitt Hft. 5 31 
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Main, attendu que oette mcme relation se presente sous une forme 
diöerente de celle de l'equadon du No. 190., quelle est plus compliquee, 
et qu elle n'indique point explicitement la de'pendance grapnique qui lie 
eatre elles Ies intersections des transversales, et des deux courbes , on 
chercbera A ly r amener en operant u peu pres comme nous l'avons fait 
au No. 172., a l occasion de la relation qui coucerae le Systeme des trois 



Par exemple, si I on conduit, par Ies points donnes (? et Ä' de la 
ligne du second ordre, une droite auxiliaire renoontrant en p la troisieme 
transversale a P 1 , et que Ion meue semblablement, par le troisieme point 
P de cette ligne, une droite arbitraire renoontrant, je suppose, en q et r 
respectivement les deux autres transversales aO' et aR', on aura, pour 
le Systeme de oes nouv elles transversales, 

relation qui ramene, sur le champ, la preeedeote u la forme menb'onnee, 

et qui apprend que le Systeme de tous les points p, p', p" .... de tous 

les points ? , y" et de tous les points r, r', r" . . . . appartiennent u 

une ligne ge'ome'trique du mcme ordre que la proposee. 

196. Nous ne pousserons pas plus loin ces cons&mences, parce 

que ce serait auticiper sur le sujet de la seconde partie de ces niemoires, 

Ott nous nous proposons d'appliquer, d'une maniere speciale, les principes 

exposes dans celle-ci, a la theorie des osculatrices des courbee geom&. 

triques de tous Iea ordres. Toutefois, avant de passer a de nouvelles re- 

oherches, nous devons encore remarquer que les relations me*triques con- 

sidereea depuis le No. 17., sont de mcme que celle du No. 165., inde- 

pendantes du mode d'existence propre des intersections de la courbe et 

des transversales; c'est-u-dire de la reaUtc" ou de la non-reab'te absoiue 

de oes intersections. Car, par exemple, s'U arrivait que les deux poiots 

r et r' devinssent imaginaires, les sommes de reciproquea ou de quotiens 

i_tj_ 9r , Bt» 
ar^ ar" ar + ar" 

relatives A ces points, n'en conserveraient pas moins des valeurs reelles, 

puisquen les mettant sons cette forme 

ar + ar' Er. ar' -f BH.or / ar + ar* v , j 

ar.ar'*' ar .ar 4 \ ar.ar ) ' ' 

leurs nume"rateura et Ieurs denorainateurs conserveraient eux 
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■valeur toujours absolue et reelle, ainsi qu'il resulte imm^diatament de» 
principe» ge"ue*raux de Tanalyse alg^b ique. 

197. Mais, pour laisser le moins possible ä desirer mit ce sujet, 
et ne rien emprunter, pour ainsi dire, d'e*tranger aus eonsiderations de la 
geome'trie, nous rappellerons que d'api-ea l'observation de*jo faxte au No. 105., 
les deux points r et r 7 peuvent toujours ehre censes d&nis par une ligne 
du second ordre queloonque qui les contiendreit en commun avec la eourbe 
propos<5e. Or, si on considere une teile ligne comme ooup^e, u sontour, 
par les transversales or et deux autres droites quelconques issues de a 9 
mais dont les interseotions seraient toutes reelles et constructibles geome^ 
triquement, eile donnera lieu u une nouvelle equation qwi permettra de 
calculer imroediatenient les quantites ci-dessus, qu'on obtiendrait e*gale- 
ment A l'aide des eonsiderations exposees, dans la sect. I., chap. II., du 
Traiti des propriitis projectives, sur les secantes et cordes ideales des 
Ugnes du secoud ordre. 

Toutefois, eomme cos eonsiderations supposent la section coniqtw 
auxiliaire donnee ä priori, il est bon de remarquer qu'on pourra toujours 
U construire par points sans recourir a des donnees etongeres ä celles 
qui sont fournies par la eourbe proposee, pourvu seulement qu'il ne se 
trouve pas plus d un couple de points imaginaires sur chacune des trans- 
versales que I on considere, et qu'on puisse mener, du point de concours 
de ces transversales, de noüvelles secantes, dans la eourbe, qui la ren- 
contrent en autant de points reels qu'il est marque' par son degre". 

Suppoaons, en effet, que, dans les hypotbeses generale* du No. 165. 
ou du No. 187., le couple des points r et r', et, si Ton veut enoore, cehri 
des points p et p' qui appartiennent ä des transversales distinets, soient 
imaginaires, tandis que tous les autres soient essentiellement reels ; on ©on- 
cevra, par ces quatre points, et par un cinquieme point Q, pris arbitraire- 
ment sur la transversale ? f, une ligne du second drdre qui viendra cou- 
per cette nieme transversale en un second point Q', lequei pourra etre 
de"tertnine* geom&riquement, *5um que tous ses analogues relatift a des 
noüvelles transversales arbitraires passant e^alement par Q et dont les in- 
tersections, avec la eourbe proposee, seraient toutes reelles. Car, si l'on 
t' limine, des relations apparienantes aux intersections de ces transversales 
et des deux courbes, tous les segmens qui se rapportent aux points ima- 
ginaires commun* a ces opurbes, on obtiendra evidemment d*autres rela- 

31 • 
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tions, du premier degre 1 , qui seroot propre« A calouler ou A construire 
lineairemcnt les valeurs des segmons qui n'pondent aux difTereos points Q' 
dout U s'agit. 

Ces dernieres consideVations se rattachant a la question generale 
ou 1 on se propose de constniire geometriquemeut le Systeme des inter- 
scctions dune courbe plane, de degre donne*, ave© une transversale arbi- 
trato, nous renverrons le Iecteur au f. suivant ou cette question et ses 
annexes se trouvent traitecs dune maniere tout A fait speciale. 

§. UL 

IKlennination et Iractf des lignes ^om^riqoea par leors syBtfmes d'intersectkms stet 
des transversales rcctilignes donnees etc. 

Jusqu'icl nous nous sommcs priaclpalement oecupeV A faire voir 
comment notre principe fondamrntal peut etro etendu A des situations quel- 
oonques des transversales, et nous avons aussi donne* un apercu de son 
utilite pour la Solution do differens problemes ooncernant les lignes geo- 
mctriques, notammcnt pour le trace* de leurs tangentes et asymptotes; 
nous nous proposons, dans ce paragraphe, de montrer comment fl peut 
servir ä determiner ou A construire ces lignes elles-raemes tout entieres, 
quand ou los suppose definies par un nombre süffisant de conditions et 
spt'cialemcnt par leurs systemes d'intcrsections avec des droites donnees; 
cela nous mettra a memo de re'soudre plusieurs questions ou difficultes qui se 
sont presentees dans le precedent §., et dont nous avons renvoye lex amen 
A oelui-ci pour ne pas interrompre l'exposition generale de la methode. 

Tr»co dej courbe» donne'ei par tro« de leur» «yrtfcines d'intertectioni es ligne Jroite 

et an certain point multiple. 

198. Afin de justiner tout d'abord ce qui a etc admis, sans de- 
monstration süffisante, dans le No. 168., proposons nous de prouver que 
tout Systeme de 3/« points, assujettis aux differentes conaiderations des 
N°\ 165. et suivans, appartieut n<?oessairement A nne oertaine ligne geo- 
metrique du degre m, constructible dans toutes ses parties, ou meine h 
une infinite' de lignes pareilles, si m suri>asse seulement doux unites; car, 
pour oe qui concerne le cas de m = 1 et de m = 2, nous savons dejä 
(§. 1.) que le syateme des pniuts proposes, se trouve situo sur u«e droite 
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ou une ligne du 2* ordre, uniques et dont le traoe* ne presente auctrae 
difficulte*.; 

Pour arriver a la proposition generale ou m est quelconque, nous 
pourrions, en premier b*cu, considerer Ie cas de m = 3, ou la ligne doit 
ötre du 3* ordre, puis nous Vierer suocessivement ü celui de jtx = 4, de 
m — 5 etc. Mais, comme la mar che des raisonnemcns reste absolument 
la meme pour le cas gendral que pour charme cas individuel, nous sup- 
poserons tout d'abord 3 m points sur les cötes dun triangle abc, entre 
lesquels ou ait la relation metrique 

( ap) (bq)( er) f 
(bp)(eq)( ar ) — * 

assujettie aux conditions deja mentionnees. 

Cela pose\ prenons, sur le plan de la figure, un point qaelconque # 
pour pole des rayons vectcurs ou d une suite de transversales rectüigues, 
teOes que sd, rencontrant les cot es ab, bc t ac du triangle abc aux pointa 
d, e,f respcctivement , et la courbe cherchee, si tant est qu*elle existe, 
aux points inconnus x, x' t x" » . , , supposes en nombre m. Considerons 
successivcment cette courbe comme transversale des triangles da f. dbe, 
fce, nous aurons, par hypothose et d'apres le No. 165», les trois uou vol- 
les relations 

(ap) (dx)(fr) | (bp)(dp){**) _ t (cr)(eq)(fx) 

{•r)(dp)<J*) ' 3 P35St7S3 ' 

qdf reviennent aux suivaotes 

(dx) _ (ar)(d ») (ex) _ (bq)(cg) (fx) _ (cq) (f r) 
' (/x) ~~ (ap) {fr)* (dx) (bq)(dp)> (ex) ~ (er) (e ,) » 

et dont l'une quelconque est comportee par les deux autres en vertu de 
l'equation prece*den(e, oe qui les redint a deux relations d ist inet es devant 
servir a construire les m points x, x\ x" . . • . au mojen de tous les 
points donnes. 

Cette derniere circonstance annonce suffisamment que le problemo 
restera oompletcment ind&ermine tant qu'on ne fera pas, sur le Systeme 
des points x, x' f x"...., quelqu'autre supposition qui rende le nombre 
des conditions ou des relations distinetes, äquivalent a celui des iueonnues, 
en admettant, par exemple, que le point s, qui sert de pole aux trans- 
versales variables df ou sx, seit un point multiple, de la ererbe, du 
(m—2y ordre, ou qua m —2 des points x, x' t x" . , . . soient con- 
«tamment confondus en un seul avec oe pole, de sorte quil nen reste 
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plus qne deux, tels que x et x' par exemple, n d&erminer sur chaqu« 
rrarisversaTe. 

199. Designant, en effet, par {dx) t (ex), (fx) les produits dx.dx', 
ex.ex',fx r f.' rebtifa ä ces points, les dernierea des relations ci-dessus 
deriendront 

Cdx)d7"' _ (ar)(rf P ) (fx)^ _ (*p)('g) (fx)J7" _ (cq)(fr) 

(/*)7i m "*~ ta^,)(/r), (d*)57~ l**^)' (. a o7r-•~>'•)C^) , 

equations dont deux quelconquea doivent suffire pour construire les points 
x' et x" sur chaque rayon vecteur, et qu'on peut d'ailleurs n lettre soua 
une forme plus simple, en supposant qu'on ait trac»' le Systeme des cordes 
ou secantes indcmiies <j r, ?'r', q"r" . . . . qui renoontrent en P, P*, P" . . . . 
respectivemeut la transversale arbitraire es, puis le Systeme des secantes 
indewiies pr, p'r', p"r" .... rencontrarit en Q, <?', Q" .... eette memo 
transversale, enfin celui des secantes py, />'?', p"q" .... qui la renoon- 
trent aux points R, R', R" .... respectiveraent. 

Car, en considerant oes trois syste*mes distincts de secantes oomme 
autant de lignes, de dogre* m, transversales des triangles daf, dbe, fce 
qui leur oorresporident, puis combinant les relations auxquelles ces syte- 
mes donnent lieu, avec les prece'dentes, a peu pres comme on l a fait dans 
\v. cas du No. 179., ou obtiendra les nouvelles equations 

(Jx)!/ "' _ (dQ) (ex)7T Ut (eB) {£0*?* _ (fP) 

qui indiquent que le Systeme des points x', x", s, s, *, . . . . en nombre 
m, combine* suocessivement avec le Systeme des m points Q f Q', Q" ... . 
celui de m points P, P 1 , P". . , . forme autant d'involutions simples (181.) 
par rapport aux couples de points respectifs d et /, * et d, f et e. 

200. Afin d'obtenir des relations qui indiquent plus expUcitement 
enoore, la dependance purement descriptive qui Ue les points x* et x" 
aux points donnes, nous ehercherons u e"Iiminer les segmens qui leur ap- 
partiennent des relations ci-dessus, en imaginant, par ces deux premiers 
points, une b'gne du second ordre qui eontienne en mrme tems trois 
quclconques p, f, r des demiers, appartenans ä des ©dtes differens du 
triangle abe. 

Nommous, A cet effet. p tf f tf r t , les points oo la ligne auxiliaire 
dont il sagit rencontre, de nouveau, ces dtes respectifs, et supposant 
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quou ait prolonge' indefiiiiment les secantes ou cordes r t f lf /\r lf p t y, jus- 

qu'n leur rencontre en P,, Q t et i?,, avec la transversale sdxx 1 , oo aura 

eVideminent, en raisonnant comme ci-dessus, 

(dx)_ dQ.dQ , (*x)_ eR.eR t (fx) _ /P./P t 
(fx)~ fQ.JQ~ t ' (dx) dR.dR t * (ex) ~~eP.eP t 9 

equations qui, combinees avec les preoe'dentes, donnent Celles -ci 
4Q, .7s m ~*_(dQ') gfl r .77"* __ (f R') fP t JT* (ff) 

dans lesquelles n'entrent plus les- segmens relatifs aux points x, x', P, Q, 
Ä, et qui indiquent que le Systeme des OTt-vI points Q,.s$ 8,s, .... 
et des zw — 1 points C, <?",... sont en Involution par rapport aux point« 
d et f> que le Systeme des m — 1 points R t ♦ et oelui des 

m — 1 points /i', R" .... sont pareillement en involution par rapport a 
e et d etc. 

Ii suit de la donc que chacun des points P, , <?•> , dont depend 
la ligne du second ordre qui contient * et x* t pourra etre construit lineai- 
rement (155. et suiv.) au moyen de tous oeux qui lui correspondent et 
avec lesquels il est directemont en involution. Or je dis que la connais- 
sance des trois points dont il s'agit, fixe entierement la position des points 
Pit 7» » r * * ^ e ce ^ e l'gne du second ordre qui, devant, en outre, passer 
par les points dohnes p, q, r est elle-meme completement determineo 
de position aussi bien que x et x*. 

201. Toute la question consiste evidemment d oonstruire un triaogle 
p i 9 1 r t dont les sommet« s'appuient respectivement sur les trois droites 
pp L ou ab, 77, ou 4 c, rr, ou ac prolongees bdemiiment, et dont la di- 
rectum des cötes passe par les points P,, <?,, Ä, pris dans l'ordre assigne 
par les considerations qui prt'oedent. Supposant donc, im instant, que, 
l'un quelconque. r, de ses sommets devenant libre, cest-a-dire cessant 
d etre assujetti a demeurer sur la droite rr, ou qui lui correspond, on 
le fasse varier de position en l'assujettissant du reste, a toutes les autres 
conditious, ce sommet decrira, comme on sait, une nouvelle ligne droite 
passaut par le point de rencontre des directrices ao, öc des deux autres 
•ommeta, et qui coupera ac au point r, , lim des points cherebes de 
l'auxibaire du second ordre, et dont les analogues s'obtiendront sur la 
cbamp par In simple trace" des droites r» Q l , r, P % . 



\ 



Digitized by Google 



244 Pönale t, analyss des transversales. 



Quant ;i la construetion definitive des points x' et od l'obticn- 
dra, soit par le tracc' efifectif et par points (145. et suiv.) de la L'gne du 
seeond ordre auxiliaire dont il s'agit, soit en operant directement sur les 
points p t r, p l9 f i9 r, qui lui appartieDnent d'apres la me'thode gene- 
rale du No. 344. du Traitd des proprietäs projectives, methode qui, eile 
memo, repose sur la theorio des centres et axes d Homologie des lignes 
du second ordre, deVeloppee dans le chap. 1" de la seet. III. de cot ouvrage. 

202. Revenant maintenant ä la question proposce en premier lieu: 
de faire passer une ligne de degre" m par les 3 systemes, de m points, 
p, p', p" .... f, f', r, r J 9 r", definis au No. 198., et qui ait le 

pöle * des rayons vecteurs pour point multiple de lordre m — 2, je re- 
tnarque 1° que les construetions precedentes n'assignent que deux seuls 
points s et x' sur chacune de ces transversales ; 2° que la suite de tous 
ces points forme naturellement une ligne continue; 3° que oette ligne 
passe elfectivemcnt par les 3 m points dounes, puisque les diverses rela- 
tions qui definissent les points x et x* sur chacune des transversales sd 9 
prouvent qu'aucun des segmens relatifs aux premiers points, ne peut deve- 
uir nul sans qu'eu meme tems, Tun de ceux qui correspondent aus der- 
niers et qui a pre'eise'ment la meme origine, ne devienne egalement nul, 
4" enfin que cetto njeme ligne courbe ne peut rencontrer en aueun autre 
point que ceux dont il s'agit les trois droites ab, bc et ac qui les oon- 
tiennent m par m puisque, par exemple, si le point x* venait n se con- 
fondre avec le point d, sur la droite ab, on aurait dx'^O; oe qui exi- 
gerait, en vertw des relations dont U s'agit, que l'un, au moins, des seg- 
mens dp, dp', dp" .... devint nul j\ son tour, on que *' se oonfondit 
avec l'un des points correspondans. 

Donc, en vertu du principe de oontinuite' (voyez tintroduetion), 
la ligne tracee oomme on vient de le dirc, est bien une ligne du degre* m 
seulement, ayant le pole * pour point multiple de lordre m — 2; oe qu'on 
prouverait egalement et de plusieurs autres manieres, en demontrant, par 
exemple, que cette ligne n'a que m — 2 branebes passant par le point 
s otc. Donc enfin il existe une mfinitu de lignes paroille» contenant le 
Systeme des points p, p' t p" . f, o', q" .... r, r*, r"..«., que ddfinit 
l'equation generale du No. 105. , pourvu seulement que le nombre m f qui 
mnrque le degre" de Ist courbe, soit superieur h 2 f conformement a la 
remarque qui en a ete faite au No. 1U8. ci-dessus. 
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T rate des lignct dont on connatt nn point multiple Je Tordre >e plt» elcve. Reflexion» mr 

la natnre de» pointi multiples en generaL 

203« Les discussions auxquelles nous venons de nous Ih rer siif- 
Gsent, sans doute, pour prouver que la relation fondameutale du No. 165., 
non seulement exprime une proprio exclusive (168.) des lignes geome- 
triques, mak encore les definit d'une nanicre tellement caracteristique, 
que, nonobstant son universaüte' , eile a toute laptitude necessaire pour 
les constniire par points sous des eonditious donnees, ainsi que nous avons 
di j.i tu, dans les priliminaires, que la ebose avait lieu pour les simples 
lignes du second ordre. Mais, afin de mettre cette conclusion dans tout 
son jour, il convient de ne pas s'en tenir ii la Solution du probleme par- 
ticulier qui vient de nuus occuper, et de montrer, par une suite d'exem- 
plcs, toute la variete* des ressources que peut offrir 1'anaU se des transver- 
sales, soit pour la construetion effective des lignes geometriques de tous 
les degres, soit pour la resolution des differens problemes qui 8e rappor- 
tent aux intersections de ces lignes avec des droites de position donnee. 

D'abord nous rcinarquerons que le probleme qui vient d'dtre traite*, 
rentre dans la question generale oii il sagit de construire graphiquement 
ou par le calcul , tous les points d une ligne plane geome'trique dont ou 
connait un point multiple d'une certaine espece avec un nombre süffisant 
de ses systemes d'intersections par des transversales rectiligues donnees. 
Or la premiere en ordre, de toutes ces questions, est celle ou le nombre 
qui indique la multiplicite du point en question est seulemcnt inferieur 
d'une unite" <\ celui qui exprime le degre" de la courbe; car, il parait assez 
Evident, d'apres la definition la plus generale des lignes geouietriques ou 
d'apres le principe de continuitl, qu'une teile ligne ne saurait avoir un 
point multiple qui surpassät ou egalat mime son degre, A moins que, dans 
ce dernier cas, eile ne se reauiri! A un point unique on u un simple fais- 
ceau de droites qui com er» «tut es un tet point, ü peu pres comme il ar- 
rive, dans certains cas, ponr les simples lignes du second ordre. 

En eilet, toute ligne qui passe par un point multiple devant etre 
censce reueuntrer la courbe en autant de points, confondus en celui -la, 
qu il est marque' par l'ordre de sa multiplicite' ou par le nombre des branches 
reelles ou imaginaires qui elles-memes aont censees y passer, U est bien 
clair que ce nombre ne saurait exce*der le degro de la courbe: et ce rai- 
sonnement fort simple peut aus« servir u faire deoouvrir, u l avance, Tin- 

Vr^'B Jonraal A M. Bd. VUL HO. J. 32 
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compatibilite' d'existence de certaias points singuliers, ainsi que dautrcs 
affections generale« des lignes geome'triques. 

Ainsi, par exemple, on apercoit, sur ie champ, qu'uno teile ligne ne 
saurait avoir deux points multiples dont la somme des itidices surpassAt son 
degre*, ou, en general, plusieurs points de ce genre situes en h'gne droke et dont 
la somme des indices exceMerait ce merue degre*. On voit pareillement encore 
que toute drohe, passant par un point multiple de l'ordro n, tan. Iis que la 
courbe est elle-meme du degre" m, ne saurait rencontrer cette courbe en plus 
de m — n autres points distinets du premier, et qu'en vertu du principe do 
contmuitc*, leur nombre doit precisement etre oensc egal n m — n, etc. 

204. Ces notions prcliminaires etant Stabiles ou rappelees, nons 
passerons u la Solution du problcme ou il s'agit de construire les lignes 
geome'triqu« , du degre* m, dont un point multiple de Vordre m — 1, est 
donne, en observant qu'on ne saurait ici assujetär la courbe a passer, 
commc dans le cas pre\n?dent, par 3 m points quelconques sitiu's m par m 
sur trois droites arbitraires et satisfaisant d'ailleurs aux condinons du No. 165.; 
uous bornant dono au double Systeme de m points, p, p',p".... q, q', q" .... 
situes respectivemeut , mais d'une maniere entierement arbitrairo, sur les 
droites ou trausversales indefinies ah et ac qui sc rencontreut en a , et 
nonunant s le point multiple, de l'ordre m — 1, quon suppose donnu 
sur ie plan de ces droites, on concevra , par s, uue troisieme transversale 
arbttraire ac rencontrant en c et b respectivement, les deux premieres, 
et la courbe en un nouveau point x distinot de s et qu ou d^terminera 
facilement ©n considerant le triangle abc comme transversal de oettu 
courbe: on aura, en effet, en verta principe föndamental (165.), 

7TT, — x * 

Donation qui donnera imim'iJtatement le rapport de bx a cx, et par suite 
(165.) la position du point iueonnu x. Fesant donc varier la directum 
de la transversale bc autour de s comme pöle, )a suite des points x 
ainsi d&ermin& sur chacune delies, tracera une ligne continue qui sera 
evidemment du degre m, passera une seule fois (202.) par chacun des 
2 m points donnes, et m-l low par le pule * des transversales. 

Parmi les diff^renfes manieres de countruire lineairement (175. et 
suiv.), le point iueonnu x t nous choisirons la suivante qui nous parait 
une des plus simples et des plus syme'triques. 
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Menons, une foU. pour toutes, les droites po f P" l" • • • • r en- 
contrant la transversale arbitraire b c aux m pointi n, n\ n" qui ainsi seront 
connus; on aura, en considerant, ä son tour, le Systeme de ces droites 
comme uno ügne ge'ome'trique, du degrö m f transversale du triangle abc, 

(ap)(cg)(bn) 

equation qui, Aant comparee u la preocMente, donne unm^diatement 

"** autre rr*b* = (6jo 

ex prima nt (181.) que le Systeme de m points donnes n, n' f n" .... et 
celui des m — 1 points confondus cn s, joints au point x sont en Invo- 
lution simple par rapport aux deux points b et c, 

Dono on obtiendra imme'diatement le point x dont il sa'git, par 
les oonstructions lineaires du No. 183., en inscrivant, par exemple, dans 
langle bac 9 ou dans tout autre angle forme* par deux droites issues de 
b et c, un polygone quelconque, de 2 m soromets, dont les cötta de rang 
pair passont respectiv erneut par les points n, n' t et dont les 

cotta de rang im pair, un seid excepte, passent de meme par les m — 1 
points confondus en s, c'est-o-dire viennent tous converger en ce point; 
car le dercrier cote ira naturellemeut rencontrer bc au point x deraande*. 

205. Teile est la Solution fort simple du probleme que nous nous 
sommes propose ec dernier Heu, et de laquelle il nous serait facile d ail- 
leurs de deduire un bon nombre de proprie'tes interessantes concornaut 
tai lignes g^om&riques qui ont un point multiple (Tunc uature quelcouque 
mais de l'ordre le plus eleve, s'il nous etait ici permis d'insister sur de 
pareils corollaires. 

Nous disons point multiple ftune nature guelcont/ue, parcequ'il 
est evident, en eflet, que le caractere gentaal et purement ge'ome'trique 
que nous leur attribuous de representer, sur chacuue des transversales 
qui y passent, un nombre invariable dintersections de la courbe, egal » 
celui qui exprimo leur ordre ou espece, que ce caractere general, disous- 
uous, eomprend aussi bien les points isoMs ou conjuguös f dont les tan- 
gentes acut toutes imaginaires, que les points de croisement ve*ritables 
dont les tangentes sont toutes reelles, et quil n'exclut, en aucune facon, 
soit les points dont les tangentes sont en paiiie reelles et en partie ima- 
ginaires, soit ceux dont les tangentes se trxmveut coufonduos deux par 

32 • 
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deux, troia par trois etc., ainsi qu'il arrive aux points de rebrousserncnt, 
d'inßexion ou de serpentement de differentes espcces, points sur lesrjuels 
nous aurons d ailleurs l'occaaion de revenir dans le $. suivant. 

Du reste, sans pretendre cntamer ici cette diacussion relative aux 
points ainguliera, nous devous cepeudaut faire remarquer qu'elle est etroi- 
tement liee avec la question qui consiste A detcrminer le Systeme total 
des tangentes en ces points, questiou qu'on pourra toujours aborder dirco- 
tement et sans hesitation, comme on va le voir, au moyen des principes 
expoae'a dans ce qui precede; cest A dire en cherchant A lier entre elles 
les interaectiona de certainea droitea avec ces tangentea ou avec lea dif- 
ferentes branches de la courbe, par des relations metriques ou deskrip- 
tives oonvenables et qui permetteut de construire les unes de ces inter- 
sections par les autres« 

Relations qui Iient les tangentes des uc i ■ t s multiples aux systemes d'intersections en ngne 
droite« Trace des courlws au moyen de ces lingentes. 

206. Stipposant, par exeniple, dans la preiniere et la derniere 
des equations du No. 204., bx et cx reapectivement egaux u Is et n es, 
de sorte que la posilion de la transversale bc dorve etre teile qu'on ait 

(ap){cq) _ Ts" _ . 

chacune de see positions repondra u l une des taugontes du point *, et 
cette tangente pourra etre reelle ou imaginaire selon que les points b et 
c, qui la d&erminent, seront eux meines possiblea ou iinpossiblea d'aproa 
la Constitution dea donneea du problcme. 

Mais, afin de n'avoir qu'un seid de ce« pointa inconnua a consi- 
derer, on pourra eiiminer , des relations ci-dessus, les segmens qui con- 
cernent le aecond de ces meines points, en rempiacant, par excmple, le 
aysteme de m droites py, p'f', p"^" .... par celui de m droitea 
*V, .... qui reueontrent en o, o', o" . . . . icapectivement la direc- 
tum prolongee de la transversale ab. Considerant, en effet, A »on tour, 
ce aecond »y steine de droites comme une ligue du uOme ordre, trana- 
veraale du triangle 0tW, il donnera Ben A la nouvolle equation 

(ao) (cq)bs" > 

(6o)<a7,-" » 

qui reduit la premiere dea precedentes A celle-ci 
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(ap) (ao) . 
(bp) — (60)' 

laquelle exprime encore que le syBleme des points donnes /», p', p" , . . . 
et celui des points o, o', er",,,, soot cu involutioa simple (181.) par 
rapport aux. points o et b, dont le dernier est seul inconnu. 

Ne*anmoins le point dont il sagit ne saurait etre imnie*diatement 
determine par les construetions lineaires qui nous ont servi pre*c<<dem- 
ment (204.) a trouver x, attendu quid b n'est point unique et dopend 
de la r< 'Solution d un probleme d ordre superieur au premier, o», oe qui 
revient au meme, du trace d une courbe auxiliaire qui, par ses interseo- 
tions avec ab, doit donner simultanement les m — 1 positions du point b, 
Gr, quoique nous possedions, des u prosent meme , tous les Klemens de 
oette resolution, nous ne l'entreprcudrons pas parcequ'elle se reproduira 
dans la seconde partie de ces recherches, ou nous etudierons, d une ma- 
niere plus speciale, les proprietes des Systeme* de points en Involution, et 
ou nous aurons a traiter diverses questions qui s'y rapportent. 

207. Mais on peut aborder, d'une maniere plus directe encore, 
le probleme qui nous occupe sur les tangentes des points singuliers dont 
la position est donnee, en se basant sur les relations generale* qui ont 
ete mentiount'ps dans le No. 173. du precea'ent §, Supposant, en effet, 
que le sommet c du triangle abc considere' dans les No. 171. et 172«, 
«oit amenc en un point mulliple s de la courbe, dont l'ordre soit mar«* 
que par le nombre m—n infeneur a celui m qui represente le degre de 
cette courbe; on aura eviderament, en operant comme on l'a iait (171.) 
pour le cas d'une seulc tangente, et representant d'ailletirs pari 5 , J*, P".... 
les intersections des m—n tangentes en *, avec le cöt« oppose* ab du 
triangle abc devenu asb, on aura, «Iis -je, la relation 

(ap)(bq)(sr)(bP) f (*£) (bp)(sq)(ar) 
(bp)(*q)(or)(*P) ' (afj (ap) (bq) (sr)> 

dans iaquelle (bq) et (so), («r) et (sr) representeut les produits de seg- 
mens relatifs aux. n intersections distinetes de la courbe avec les oötes 
respectifs as et bs du triangle, et dont 011 pourra se servir pour deter* 
miner l'une qrwloonqufl de« tangentes en *, au moyen des m — n — 1 au* 
tres, mais qui sera insulüsanta pour les donner toutes ä la fois; de sorte 
qu il ssra indispensable de recourir A de nouvelles relations analogues, 
en remplacant, par exemple, «6 par d'autres transversales feiles que 
*b,, .. qui seraient dgalement ■ssojetttes u passer par le point 
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multiple, et rencontreroient, je suppose, aux points b lt la bas« 

ab du triangle asb primitivement conaidere'. 

Nommant, en efFet, 7,, g\, 7", In m — n intersections de Ja 

courbe avec bs x ; f t9 q\, 7",.... ses m — n intersections avec bs %t et 
des autres, on aura la suite d'equations 

(b,P) (b lP )(sq t )(ar) (b*P) _ (b t p)(sq,)(ar) 
(aP) — (*p){b t q t )(sr)> (oP) («/>) (*, (sr) 9 
dont les sccouds membres sont censes donnes a priori par la construction 
ou le trat»' eflectif de la courbe, et qu'fl faudra prendre en nombre süf- 
fisant pour (It'tenniner completement, de position, les n tangentes inconnues 
s P f sP* f sP" t .... Or nous am*ons bientöt occaston de traiter un Sy- 
steme d'equations absolument semblables, et de faire voir que sa reao- 
lulio« deprnd du träte" duM conrbe anxilisir« dont le degre* est precise- 
ment egal au nonibrc des tangentes ou des points u determiner. 

208. Dailleurs on pourra, si on le reut, remplaoer oes equations 
par une infinite d autres egalement propres u fixer la position das tan- 
gentes, soit en en climiuant (109. et suiv.) tous les segmens relatifs aux 
m — n points P> P > 1 P" • . . . , soit en fesant disparaitre oeux qui concer- 
nent les intersections memes des transversales sa, sb, sb lt sb 9 . . . . 

Conduisattt, par exemple, de nouvellea droites gr y q' r*, o"r".... 
par les intersections qui appartiennent aux cdtes sa, sb du premier des 

triangles ci-dessus, et nommant *, *', w" leurs intersections res- 

pectives avec ab} on aura, en tant que leur Systeme peut etre conaidere* 
comme une ligne, de degre" n, transversale du triangle sab, 

(ar)($q) (bn) - [hfl) (bq) (ir) 
{,r)(_bq)(an) °" («*) {ß 9 ){ar)' 

equaüon qui r&luit la premiere de Celles ci-dessus u cette autre 

(bp) 

(aP)(an) (ap)> 

d'une forme plus simple, et qui expriroe encore (181.) que le Systeme 
total de m points P, P 1 , P" . . . . w, .... et celui des m points 

Pf P'» /»"•••• *ont en involution simple par rapport u a et b, 

209. Ces dernieres relatious et toutes Celles qu'on pourrait obte- 
nir de trausformations aualogues, noflTrant aiicuu avantage particulier sur 
les procedentes, du moins quaut a la solutiou du probleme qui nous oo- 
cupe, il sorait assrz inutile dinsister. Seulemeut, avaut d entamer d autres 
malieres, nous ferons remarquer que, lorsque n— 1 ou que lo point mul- 
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tiple 4 est de 1 ordre le plus <äeve, co qui re*duit eflectivemcnt u une 
seule les intersections de la oourbe et de chacune des transversales sa, 
sb, sb t , *£„••«., les eiern irr es relations dont il s'agit, et qui ooncer- 
iient l'involution de 2 m points, mcttent en etat de construire successive- 
uient et par des methodes puremeut lrneaires (183.), ces diflerentes intes- 
scctions, au moyen de l'une quelconque d'entre eil es , quaud les m — » 1 
tangentes eu s et les m intersections p, p', />"...,, relatives u la trans- 
versale ab, sont donnees ä priori. 

Quant au cas oti la multiphcite' du point * est quelconque, onpeut 
prevoir que le träte" de la courbe, ou ta construction de ses n intersec- 
tions aveo chacune des transversales sb, sb %f se rapporterait u 
une question d un ordre superieur au pretuier, et dont la Solution exige- 
rait que le nombre des systemes d'intersections donnees ou des relations 
metriques distinctes qui les lient aux intersections inoonnues, füt e*gal u 
celui de ces dernieres. Mais je me dispenserai de rapporter ces nou- 
velles relations qui sont faüiles u decouvrir d 'apres ce qui precede, et dont 
la Constitution, absolument scmblable ä Celles des equations conside'rees a 
la fin du No. 207. indique le merae genre de Solution; j'ai seulement pre- 
tendu sigualer en passaut, quelques -unes des questions qui se rat fachen t 
an probleme gtWral du trace' des lignes geome'triques par leurs systemes 
dinterseotions avec des droites donnees; probleme dont la resolution 
generale feit i'objet special de ce §., et dopend, comme on va le voir, 
d'un Systeme d'equations analogues encore a Celles dont il s'agit. 

Relation» metriquin fundamentales dont dcpendent le« proMeines relatif* au trace de* conrbes geo- 
metriques, et ä la döUmniiiation de leurs Systeme« d'intersectious par des droites donnees. 

210. Jusqu'ici nous n'avons encore tratte* que les cas elementaires 
ou le nombre des systemes de points donnes en ügne droite, est simple- 
ment egal A deux ou u trois, et nous avons vu (201.) et (204.) que, dans 
le premier, le trace de la courbe, supposee du degre m, ne peut s'ef- 
fectuer qu'autant qu'on se donue, en ontre, arbitrairement un point mul- 
tiple de cette courbe dont l iodice soit m— 1; et dans le second, un point 
multiple dont lmdiee so»t m — 2: il est evident que des circonstances 
analogues auront lieu A mesure qu'augmentera le nombre des systemes 
d'intersections dorntet s eu ligne droite; c est-A-<dire que l'iudice du point 
multiple devra diwiuuer successivement d'autant d'unites, en sorte qitau- 
lieu de 1 ou de 2 points, sur chacune des transversales qui y passent, 
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od en ai tra suceessivement 3, 4, 5, . . . . ou , en generaf , n ä oonnderer 
st 1'indice de multipb'cite' est m — n et le nombre des Systeme* de potots 
donues n -f- 1. On doit donc s'attendre encore (209.) d ce que la question 
se compb'que de phis en plus, et qu'au Heu de lignes auxiliaires du premier 
et du second degre u construire , ainsi qu'il arme pour Ies cas prccites, ou 
soit oblige" de recotirir u des ligues de degres de plus en plus eleves. 

Comme le nombre n ne saurait, tout au plus, qu'etre egal a m, on 
pout jugcr, d'apres 1 analogie, que le cas le plus geueral de la question qui 
nous occupe, est celui ou le nombre des systemes douuea d intersections de la 
courbe avec des droit es arbitraires, serait ^gal im+1, e'est A dire superieur 
d'une u nit <• a celui qui marque le degre de cette courbe ; en vertu de quoi 
la question se trouve ramonoe u celle ou il s'agit de construire Ies m inter- 
sections de cette meme courbe avec une nourelle transversale ou une suite 
de nouvelles transversale» queloonques. Mais, comme, d une autre part, il 
est toujours permis de supposer, sans rien statuer de particulier sur la uature 
de la courbe, que ces denneres trausversales soient toutes conduites par un 
meme point ou pöle clioisi a volonte sur son coutour, il est clair que nous 
n'öterons rien a la gen^ralite de la question eu nous arretaut au cas de 
n = m — 1, od le nombre des transversales rectilignes, dont Ies intersections 
sont donnees ä priori, est precisement egal au dogre* de la courbe; or ce cas 
est d'autant plus remarquable qu'il se rapporte d un probleme que nous avons 
dejft implüatement resolu dans ce qui preoede (202.), pour des courbe* dont 
le degr6 m serait simpleroeut le 3**". 

Du reste, on peut juger, par ce qui va suivre, que la Solution des pro- 
Liemes relatifs aux deux cas gencranx dont il s'agit est fondee absolument 
sur les meines prineipes, et comprend uaturellement celle de tons les cas 
particullers ou le nombre des systemes de points donnes en ligne droite 
est inferieur u celui da degre de la courbe d tracer; nous pouvons donc 
borner nos investigations u oe qra ooncerne le probleme geueral qui suit: 

Les m* intersections d'une ligne plane, du degri m, avec m droites 
arbitraires etant donnees ä priori, tracer cette ligne en tassuj'ettissant, 
de plus, ä passer par un dernier point choisi ä volonte sur son plan; 
ou, ce oui revient au mime, de terminer suecessivement see m — 1 in- 
tersections nouvelles avec chacune des transversales arbitraires issues du 
point dont il s'agit? 

(La ■nire dans le caLIer prochain.) 
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19. 

De transformatione integralis duplicis indefiniti 

A +ßoo*p +Cdu(p + (^'+fl'cos<p +C'8iii<p)co8^+ (A"+B"cos<p +C w 'sin<p)sin^ 

in formam simpliciorem 

yl dtjtdS 
G — G'costj cosvf — G"sio>i sinS* 

( Auct. C. G. J. Jacobi , prot malh. Region». ) 



Introduotio. 
h 

I?acile probatur, integrale huiusmodi 



r 

Ja-\-b cosy+cwny+t/cosy'+ecosysiiKp-f/sj'x/'*' 



in quo expressio, quae sub radicali invenitur, funetio est rationalia integra 

secundi ordinis ipsorum cosfp, sin(p, casu quo expressio illa pro Omnibus 

anguli <p valoribus rcalibus valorem positiVum sexvat, per substifutionem 

realem formae t , a . . m + nungjn 

ioug a y — 1 + 1>lailg4 ,t 

ad hoc aimplicioris formae integrale revocari posse 

1 r dv 

MJ V"(l — t a sirnj 1 )' 
in quo insuper qua forma hodie integraüa elüptica exbiberi solent. 

Ponatur enim 

taug i ^ m x, 

integrale illud 

dtp 



fr(a + b 



' cos rp -f- c sin f + d co» 9* -{- rci»</> sio^p +/»in «?*) ' 

abire videmus in integrale sequentis formae: 

/ dx 

J e + h x -j- 1 x a + * + ix* 9 
in quo expressio sub radicali diguitates omnes ipsius x continet integras 
positivas usque ad quartam; cuiusmodi integrale Enlerus olim doeuit, 
adhibita substitutione 



254 19. C. G. J. Jacobi, de trwuformattone inttgraUs 
in aimpb'cius transfonnari posse hoc 

in quo sub radicali impares dignitates variabilia non inveniuntnr. Substi- 
tutivem autem adhibitam 

Cl. Legendre demonstravit omnibus casibus realem accipi posse, atque 
integralia ita reducta facillimo revocari ad dictam forraam 

M./V~(1 — k 2 *inr)*)' 
idque variis modis pro indole ipsarum q , r, s. E quibus modis est substitutio 

y = ^(Dtaogjn, 

qua adhibita prodit: 

quod integrale forma assignata gaudet. Junctis «ubstitutionibus, quibus in« 

tegrale propositum in form am illam traosformatum eat, invenimus, siqtü- 
« « 

dem looo *V(f")> P^{j) «napliciter n, p scribimus, subsütutionem for- 
mae propositae: 

2. 

Ut substitutio assignata reab's sit, in antecedentibus supponi debet, 
s eodem signo affectas esse. Quod facile probatur Iocum habere, quo- 
ties expressionea sub radicali aut pro nullo aut pro quatuor valoribus rea- 
libus variabilis 



ö + b cos<p + c sin <P + d cos <p* + e cos <p sin <f> + /sin <J>» 

codem tempore evanescunt, idque pro eodem numero valorum realium et 
imaginariorum variabilium. Quoties vefo <?, s aigna opposita habent, eva- 
nescit haec pro valoribus realibus ipsius y* uno positivo, uno negativo; 
unde valores variabilium y, <p, pro quibus expressiones illae evanescunt, 
eo casu duo reales, duo imaginarii forent. 
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Porro facile prob ah ir, altero casu, quo expresaio sub radicall pro duüo 
valore reali variabilis evanescat sive valorem Semper positivum servet^ mo- 
dulum integralis elliptici, ad quod integrale propositum revocatur, 
realem unitate minorem effici posse. 

Quem in finem observo, Substitutionen) nostram 

tanciO> = m + * tMa i* 7 > 
tang,<jp _ i+pUngiv 

fbrmam non mutare, ubi looo tangi») ponatur 
sire looo ij ponatur 9(f — ij. Quo facto integrale reductum abtt in 

ita ut quadratum moduli invenias 

Quoties vero expreasio sub radicali in iutegrali proposito Valoren 
positivum habet, radices y' aequationis quadraticae 

? + ry*+ sy* = 0 
aut imagiuariae fiunt, aut certe negativae. Casu primo fit rr<4?j, ideo- 
que modulus 

* = W 

realis unitate minor. Casu secundo fit rr>4f s simulque r positiva, ideo- 
que eo casu modulus 

realis unitate minor. Unde, quod probari debuit, siquidcm expressio sub 
radicali valorem semper positivum habet» per dictam substitutionem Omni- 
bus casibus ad integrale elliptioum pervenire licet, cuius modulus 
minor est. 



Altero casu, quo denominator integralis pro quatuor valoribus rea- 
libus yariabilis evanescit, fit rr>4y* simulque r negativa. Quo casu ut 
modulus realis unitate minor existat, cum ad novas substitutiones confu- 
giendum sit, plerumque eum casum alia ratione tractare praestat. 
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3. 

E relatioue, quae inter tang£<p, taug Jij obtinet, 

<-«** = T^^fr 

valores ipsorum cos®, sin© fluunt huiusmodi: 

coa© es P—P™* 1 !—?' Sl '"'/ 

* a — a'cosf/ — o"»iti>/' 

Quibus in expressionibus inter cocfOcientes «, ß etc. certae quaedam 
tiniies conditionales locum habere debent, cum identice fieri debeat: 
(« — «' cos >f — a" sin »)* = (ß — ß' cos ij — ß" sin (y — y'cosij-^- y" sin s)\ 
Quod etiam inde patet, quod omnes a tribus m, n, p pcndent. Vice versa 
facile probatur, quod infra videbimus, quotie« per relationes, quae inter 
«, ß etc. locum habent, identice sit: 

(a— a'oosu— tt"änny=(ß — ß'cosij— ß"sm„y+(y— y'cosn — y"»ion)*, 
ideoque simul ponere liceat: 

cos© = ß—P cos *-fl"* in T > 

. - y — y 1 cos 17 — /''sinn 

sin© = ^ - — ' . 

T a — a'cos»; — a"wDi7 7 

inde etiam relationem illam linearem inter tangentes semiarcuum demanare : 

***** - l+pung",' 
Cui insuper videbimus formam conciliari posse ad calculum idoneam; 

tangl^'-^tangiC»»-»!') = * 
tibi i>', ft' constantes. 

4. 

Patet ex anteccdentibus, substitutionem illam 

etiam per binas aequationes inter se iunctas repraesentari posse: 

oos<P = P—P™**-?'*™* 

• ~ y — cos» — sin 17 

und) = - — — —-. — - , 

T a — a' cos»; — o"sin»; 7 

in quibus inter coefficieutes certae relationes locum habent. Quae forma 

substitutionis non sine elogantia ad transformationem propositam adhibe- 

tiir, quam vis in locum trium quantitatum m t n, p novem a, ß etc. in cal- 
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culum introducantur, aut certe octo, cum unius ex earuin aumero valorem 
pro arbitrio assumere liceat. Id quod licet in casu paulfo restrictiorc, ad 
quem tarnen generalior facile revocatur, a Cl. Gauss factum est in com- 
mentationo Detcrminatio attractionh etc. 

Analysin transformationis propositae dictum in modiun institutam 
observari olim (Diar. Cr eil. Vol. II. pag. 228.), prorsus conyenire cum 
problemate algebraico, per substitutiones 

x = «* + «V 

y = ß*+ßV+ß'V, 

quae identice efficiant, 

xx+yy + zz mm ss + s's' + s"*", 
inmul «xpressionem 

sx' + bxy + cxz 4- rfy* + <?y= + /~' 
in banc simpliciorem transformare : 

GG.™ + G'G's's' + G"G'W; 
quod scimus problema investigationem axium principaliura ellipsoidarum 



Supponamns enim in problemate illo algebraico 

x x + yy + zz = + s's' + s"s" = Oi 
quibiw statutis, siquidem izsf—i, ponere licet: 

£. = — /cos<p, = / cos n, 

X • • * «* 

— = — ; sin <P, — = * sin >j, 

unde, ubi ut ad expressiones reales perveniamus, loco »', ß, y scri- 
bamus ia\ iet", — *ß, — iy t substitutiones propositae in has abeunt: 

COS<f/ — « — a'coaif — Csini?» 
. y _ y/ cos iy — y" sjo 

wn< P = «-«'«*»-<*" »iiV 

Porro aequationem: 

^ " (aj + u's'+a'Vr ' 

loco A, c, d, e, f scribamus ib t ic, — d, — #, —f, in hanu 




. . GG—G'G'c o8i7»-G"G"»in 

. + &CQS9+o»in9»-M«:o«9 +« üS V»"'y+/««»<3P*= ( a - a' cos i? - a" «in »>/ 
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Unde cum facile probetur, 



r £2 

*/V(o-}-fc cos^>+ c sinc/>-f- S cosp'-f- e cos op sin gp -f-/ sin qp*) 

r_ a^ 1 r £5 

—J V"(GG- G'Ö' costj* — G"G"siii QQ-G'G'L/f. G"G"—G'G' . Ä» 

17 QG-G'G' ilDV ) 

ubi integrale reductum forinam assignatam habet. Hinc videmus, utrius- 
que problematia solutionea alteram ex altera obtineri, ubi Ioco 

ß> y, d, f 

scribatur respectire; 

«v, ix», -iß, — iy, tt, /«, — tf, 

poaito 

5. 

De natura Substitution!« 

a — a'cosi} — «"»injj' 

»in o = y~y /to>, ?-~y //BinT ? 

^ a — «' cos 17 — u" i-infj ' 
et reductione integrelis, cui inservit, fusius egi, oum per eandem substi- 
tutionein, sed binis simul variabilibus applicatam, etiara reductio proposita 
integralis dnplicis succedat. Tidebimus enim Hequeub'bua, propositum in- 
tegrale duplex 

7 n _ d q>dy 
A+B cos <p -f Csia ff tf'cos <p +&v n t/>)cos y+{A''+B"cos <p+C"sm p) «„ y 

per aubstituüones 



ß — pcosr) — ß"$iti*t 
^ ' — ~ a — a'cos»; — a"sin»j 
sin <D - - T — 7'cMV — r t/ s\o7i 



. a' — i'costf" — c' sin& 

COS 4^ = r- <r 

r a — 6 costJr — c sin er 

. , a"— i" cos — e" sin * 

SM] V// = 



a — * cos & — c sio # 
simul adbibitas transformari posse in formam simpliciorem 

y; a^y 
<7 — (7' cos ij «>»*> — 0*iioJ7«Dt>* 

Quiu adeo Tidebimus . ipsam hanc integral« duplicis transformaü'onem ad 

ehismodi biuorum integrnlium aimplicium reductionem, qualem supra exhi- 

buimus, revocari. 

Et baeo de transformando dupKci integrali qua est io, uti transfonna- 

tio illa integralis simplicis, cum problemafo algebraöco convenit, ita ut ex 



Digitized by Google 



19. C. ö. J. Jacobi, de transformatione integralü duplicis etc. 259 



alterius solutione alterius soluo'onem levnsimis inutationibus facti« petere 
liceat. Quod problema algebraioum boc est, per substitutiones 



w — a t -f bu + c v 
w' _ tt't + b'u -f &v 
w"=za"t+b"u + c"v, 



y = ßi + ß'.r'+ß'V 
* = y< r + y V+ r 'V 
quae i<Ientice effieiant 

xx+yy-\-xx cos jj-f.tV.fjV, 
ww-\-w'w'+w"w u '= //4-« ü + ui; > 
simul transformare expreasionem 

(^+Bx+C*)a;+ (^'x + #V + C'x) w/-f (,<"x -f B"y + C'z) w" 
in hanc simpliciorem: 

Cuius problematis solutiooem suscipiamus vel antequam ad trans- 
mural is duplicis accedemus, atque monrtremus, quomodo 
absoluta, confestim etiam hanc obtines: cum ut exempli 
transitum illum memorabilem ab altero ad altenun problema 
mus, tum quia problema algebraioum elegeutia quodammodo et 
tria calcuH praeralet, et per se dignum est, in quod 



6. 

Expositu TarUs relationibus, quae in problemate algebraico inter 
octodecira coefficientes substituü'onum et tres quantitates G, G', G" locum 
ha hcnt, inveuientur primum harum quadrata GG, G'G\ G"G" ut radi- 
ces diversae aequationia oubioae: 
*» — x*{AA + BB+ GC+A'A'+B*B'+ VC t +A"A"A r B"B"+CC) 

{(B'C"—B"Cf -f tß"C — BCy -f (BP— B'Cf\ 
+ (CA"— CA')* + (CA— CA")* -f (GA'—CäA 
Ar (A'^'—A'^f + (A"B—AB"f+ (AB'—A'B?) 
— {A(B*C"—B"C*) + A'(B"C—BC) + A"(BC'—B'C)} i = 0. 

Quibus erutis, quadrata coefficientium substitutionis nec non producta 
a'ct" et"a tuet,' bc ca ab 



ß'ß" ß"ß ßß' 



b'c' cV a'b' 
b"c" c"a" o"b" 



per formulas rationales exhibentur. Utriusque autem substitutionis coeffi- 
cientes ope ipsarum G, G\ G" alterae per alteras idque varüs modis linea- 
riter exprimuntur. 
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Observabitur porro , expresslones 
(A x + B y + Czf + (A'x + B'y+Cz) 7 + (A"x + By+C" z)\ 
Aiv +A'w'+A"w") l + [Biu+B'w'-\-B"w"y\ (Cw+Civ'+C'w") 1 
per easdem substitutiones, singulas singulis applicatas, transibrmari in has 
.impliciores: ^ + G"G"s"s" t 

GGtt + G'G'u u + G"G" v v. 

In utraquc expressione rcducta niemoratu dignum est, corfficientes GG, 

G'G'y G"G" easdem esse, quod etiam inde patet, quod aequatio cubica, 

cuius illae radioes sunt, iinmutata maneat, ubi constantium 

A B C 
A' B 1 C 

A" B" C" 

series horizontales et verticaies inter se permutantur. Quod theorema geo- 
metricum suppcditat, ellipsoidas, «juac ad coordinatas orthogonales relatae 
deßniantur per acquationes 

(Ax-\-By-\- Cz) l + (^'* + B'y + &*Y + iA"* + B "y + V'*? = 

{Aw+ A'w+A"w") 2 + (Bi»+B'io'+B"u>"y+ (Cw+Cw'+C"w"y= KK> 
easdem esse ncc situ in spatio diversas, quippe utriusque invcniantur semi- 
K K K 

axes principalcs - r , Qua observatione problema propositnm alge- 

braicum revocatur ad indagationem axium principalium ellipsoidarum, qua« 

uequationibus assignatis continentur. 

Per easdem substitutioues iuvenil m-, etiam expressionem 

[(ß'C— B"C')x + {C'A"—C"A')y + (A'B" — A"B r )z\ ui 
+ [(ß"C — B C")x+(C"A — CA")y + (A"B —AB")z] w* 
+ [(ß C — B' C) x + {CA' —C'A)y+ (AB' —A'B)z\w" 



G'G"st + G"Gs'u -f- GG's"vi 
nec iion ellipsoidas, quae ad coordiuatas orthogonales relatae definiantur 
per aequationes: 

[(B'C— B"C')x+ (C'A"—C"A')y + (A'B"—A"B')zY 
+ [(B" C—B C") x + (CA— CA") y + (A"B — A B" ) z\ 2 
+ [(ßC — B'C)x+(CA' — C'A)y + (AB' — A'B)zf = KK t 

\(B'C—B"C')w + (B"C—BC) w+(BC —B'C) w"f 
+ [(C'A"—CA')w + {CA — CA") w + (CA'— CA ) w"\ l 
+ [(A'B"—A"B')w+(A"B-AB")w + (AB'—A'B)io"y = KK 
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principales revocari, quae 



G' G" 9 G"G* GG'' 
ellipsoidae eaedem erunt nec nisi situ diversae. 

7. 

Absoluta problemate algebraico, ut inde 
Iis dupücis propositam eruarnus, ponanius rorsus 

xx + yy + zz — ss -f- s' s' +s"s" == 0 

nec non 

WW+ W'w' + w" W" = + + = 0, 

&tque, ut supra, statuamus: 



f = — *eo$(p 


w 

w 


= — i cosx// 




w" 
w 


= — i sin fr 


«' 

— — »oosn 


u 

t 


= »cosS 


*" 

t - **** 


V 

"T 


= »anS. 


1 n Je, ubi rursus loco 






b, c t a<, a"\ Mribahir 


jiA, 


te", -iß, 



ionibu* §. 7. adhibitis prodeunt: 

cos^ 



cor® = fi-P«*v — ß"™i 
a — a' cos >; — a" sio t) 



8iu<p = r- r'^n-T" »im ? 



a ' — COS & — r. ' ■ i ! i l> 

a — b cos fr — c sin fr 
«"--&"cosfr — e"sinfr 



Wn ^ = ä"-6 cosfr-c si.fr' 



a — a' eosij — a"»iui? 
Porro aequatio 

+ Br-t- Cz)w + U'j-fB^+Cz) w'-\- W'x+B"y+ C'z) w" 

es Gjf + GV M -i-G"s"i' 

(a , -f «' + a" ,») (« t + 6 u + c v) ' 

tibi rursus loco 

A, B, C, B' t C, A", B", C" 

A t iB, »C, iA\ _JB', _tf, — B", — C", 

in Iianc abit: 

A+B cm <p + C'siu V+ cbs 9 -fCain cos V + (vf"+B"cos v -fC" sio 9?) sin «* 
G — G / cos 9 cos fr — G" sin 3 sin fr 



CrdU'i 



— <r' cos 17 — ir"j;u7?;(a — 6 cosfr — csiofr" 
d. M. Bd. VUL Un. I. 34 
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Unde, cum sit: 

a<» = ^ 

r a— ff'cosfj — ir'sin?/ 

a — 6 cos # — c iia& ' 
pro<lit tronsfonnatio quaesita integral» dupücis propositi: 

7^ dq> 5y 
{A+B cm <p-K»ia 9) + (^'+<ß'cos <p+C sin cos i/f+ty/"+Ü"cos <p+C" tin y ; sin V 



7* 3jl£#_ 
G - G'cost; cos * — G" »in n «n# ' 



8. 

Quemadmodum problema algebraicum ad ab'ud revocare licet, quod 
Fonnatio duplirfs integral», quae iili respondet, eo rovocari potest, ut En- 



/_ §9 _ 

Jr[(A+Bcos<p+Csia<p)*— (.«f'-f tf'cosip-fC' sin (,4"-f J9"co» rp -f C" sin </>)*] » 

f , *± _ 

yV"[{^' cos y+"*" »in {B+B' cos V+fi"sin y)'— (C+C cos y+C"sin y)"] 1 

per Substitutionen assignatas transformentur in haec: 

r §v 

«/V(GG — G'G'emJ}* — G" G"ünti M )* 

r d& 

JV(GG— G'G' cos &'—G" G"sin#*)' 
quae videmus nonnisi argumento duTerre, quemadmodum in illo probte- 
mate ellipsoidae propositae nonnisi situ diflerebant. 

Hinc Solutionen! problematis propositi semper realem fore sequitiir, 
um expressio 

A+BcmQ +Csin<p + (^'+2?'cos<P +C'sin <p)cos^+ (^"+jB"cos<p +C''sin<p)siu* 
pro uullo angidorum <p, 4j valore reali evanescat , qui casus prae ceteris 
applicationem invenit. Posito enim 

^"+B"co»<r+C"»in y _ . 
A'+B'co»<p + C sin 9 " ° 
C+C'cosy+C"siny , 
jB + B' cos V+ B" sin y 6 w 

expressio illa ita repraesentari potest: 

sive etiam 



Digitized by Google 



19. a J. G. Jacobi, d* trmtformathm integraUs dupKcis etc. 263 



quae ne pro ullo valore reali ipsorum <p, v// ewmescant, expr 
(J+Bcoa<p+Csm(py- (^'4-B'cos<p+C'sin<p)'— (^"+J9"oos<p+C" 8 in<p)*, 
(^+Z?'co8^+^ // an^)'— (ß+B'co8^+2? // ain^) 2 — (C+C'cos^-f.C"sra^) J 
Semper positivo valore gaudeant, necesse est. Quo casu Substitutionen 
assignatas reales fore probarimus. 

Per easdem ßubstitutiones, quibus aequatio 
^+Bcos<p+C8m<p+(^'+BWp+C's^^ 
in hanc abit: 

' G—G'cosucosa— G"sinf|8in$ = 0, 



3? i 

V"[(^'+B' co« 9+ O Bio {A"+B" co» qp+Cain <p) 1 — (A+B cos y-fCsin y)'] * 

0 

V^[(B-^-£'co8V'+B''aiI 1 v/) l +(C-f-C'co8V'+C''8iIlV/) , — (^+^'co* v+^"»ia V) 1 ] — 
in hanc transformari: 

dV i n 

V(G' G' cos»/' + G"G" sin ij* — GG) ' V<G'G'coa#* + G"G" 3 &* — GG) 

Faoile autem probatur, aequationes illas finitas aequationum difie- 
rentialium iutegralia oompleta esse. Unde theorematum inventorum verifi- 
catio obtinetur. 

Nec non obserrabitur, posito 
P = B'C' — B"C—(CA"—C"A')co*<t>— (A'B"— A"B')sin<p 
~co**[B"C —BC" —{C"A —CA") co*<f>—(A"B —AB") sin?)] 
—ün^[BC — B'C — {CA' — CA)cm<P—(AB'—A'B)tin<P], 
2 = [B'C" — B"C — (CA"— C"A') cos (p — (A'B" — A"B') sin <p] 1 

— [B"C — BC" —(C"A — CA") cos <P — (A"B — AB") sin^J' 

— [BC —B'C —(CA' — C'A)cos<p — (AB' — A'B) sin<p]% 
T sa [B'C" — B"C —(B"C—BC")cos<p— (BC — B'C) sin ^J» 

— [CA"" CA'— (C"A — CA") cos^— ( CA' — CA) sinvj-f 

— [A'B"—A"B'—(A"B—AB") cos-^ "(AB'— A'B) sin^/f, 

per easdem substitutiones nostras obtineri: 

p — J G' G" — G" Gzott) cos # — GG' süi»/ sio#' 
./^T ~ ßfW*G"'-G"'G> G J G" sin i?')» 

/^v _ r d& 
,/ v^G^G"'— G"'G 4 co»tf 4 — G* G'^iu*') * 

34» 
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Quae antecedentibus iunctae sex transformationes memorabiles suppeditant, 
ad quaa per easdem substitutiones pervenimus. 

0. 

Problema de dupltci integrali tr ans form ando proposittim etiam abs- 
quc functionibus trigonometricis exhiberi potuisset. Faclle enim intelligi- 
tur, eius in locum Bubstitui posso sequens 

Probiens» 

„Integrale duplex indefinitum 

y r BxBy 
A + Iix + Gar» + (A'+ B-x+&x*)y+ {A"+ B" x -f C"x» ) y 1 * 

per substitutiones formae 

m + n t m'-j- n' u 

x — i y — t+f~u 

transformare in hoc 

71 fi+du 
D+ E /» + Fi u -f- G u a -f Ht* u» 9 
onus denominator terminis din.ensiouum imparum caret. 

Praeplacuit tarnen forma trigouometrica , quae io alüs quibusdam 
quaestionibus, de quibus in posterum agam, obvenit. Quamquam forma 
!Ua algebraica eo quoque nomine se commendat, quod solutioue Semper 
reali gaudet. 

Jam ad solutionem quaestionum proposttarum acccdaxnus, et pri- 
Biura de problemate algebraioo agam, e cuius deinde solutione propositam 
petamus duplicis integraüs transformationem. 



Probleraa I. 
„l'roponitur, per substitutiones lineares: 



W s= a t -f- b u -f- c v 
W' == tt't + b'u + c'v 
w" = a"t + b"u + c"v t 



x = a* + «V+«'V 

y = + + 
* = 7# + yV+y"*" 
quae identiee efficiant: 

<* x "f" y 7 + * * = 

transformare expressionem 
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in hanc siraplioiorem 

Gst+ G's'u+G"s"v.» 

Solutio. 
10. 

■ 

E theoria transformattonis systematis axium coordinatarum ortho- 
gonalium in aliud ejusmodi sygtema notae sunt relationes, quae inter coef- 
ficientes subittitutionum 

I) x a= «j+*'v'+«".i" 
y r= ßs+ ß'^+ß'V 

z = y.c+y'*' 4- y'V 
loci im habere debent, ut iilentice sit: 

2) xx-\-.yy -\- zz = ss s' s' -{-s'' $" 

WW-\-w'w'-\-w"w" = tt -\-UU V Vy 

»ivo 

3) ss+s's'+s"s"=(as+x V+ ce' / tf // )'+(ß.y+ß'f'+ £"*")'+ (Y^+yV+y"*")* 
iivsas (c/4-Äa + ct;) , 4.(ff / /+6 / «+r / f) J -f-(o // /+6 // w+c // v) ? } 
id quod aequationes conditionales poscit: 



w — at + bu -j- cv 
u/ = ä'f b'u + <?'t> 
e"/ + A"tt-f. c "i/ 



4) a« + ßß + 7y = l 
«'*'+ ß'ß'-f. /y' = 1 

a"a"+jS"ß"+y'y'== 1 
a'*" + ß'ß"+yV'=: 0 
*"« + ß"ß -f- y"? = 0 

««' -f-ßß' + yy'^ö 



ope facile probantur aequationes: 



«a + fl'o'+ a"a" a 1 
AA-fÄ'4'-f-£"A"a= 1 
ce + c'c'-f-c"c"«3 1 
k+4'c' + 4"c" = 0 

o£ + c'A' + ö"o" = 0. 



5) S = + ßy + y* 

✓ = «' x + ß'y + y'* 



* = aw + a'w'-\-a"w" 
u = bw+b'w' + b"w" 
v — cw-{- c'w' -f- c"w", 



quippe quae Substitut» valoribus ipsarum x, y, s et w, w\ w" e 1) pe- 
tita, propter 4) identioae fiunt. Ilinc cum e 2) fiat identice: 

6) xx+^/+ ** =(ax+fly + f*y + (a'x+/*y + 7'*)' + («"*+/*'y+ f**Y 
uw+w'u>'+u>"w"sa (ffic+a'iü'+o' / »'0'+ (6w +lV+t'V)'+ (c v +<*»'+<;"«/')*, 
II 

Cflf 4i + Ctf a 1 
o' ö '+6'A'-f-cV = 1 
*"*"+«"«"■■ 1 



7) «* + *'«'+*"«»" = 1 
ßß+ß'ß'+ß"ß"a= 1 

yy + yy+y"y" = i 
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ß7 + ßV+ß"y" = o 

y* + y'a'+y"a" = 0 
aß + a'ß' + «"ß" = 0 



«'«"+©'&"+ eV'sss 0 
a"a + b"b + c"c = 0 
««' + 44'+cc' =0, 



Expressiones ipsarum s, s' t s" per x, y, z atque ipsarum l, u, v per w, 
u>', w", quas formulae 5) suppeditant , etiam e 1) |>er raethodum vulga- 
rem resotutionis aeqiiationum linearium petere licet. Expressionibus, quao 
inde sequuntur , cum Ulis comparatis , posito : 

8) f = a(ßy— ß''70 + ß (7'*"— y"«0 + 7 {•'ß"—* u ß') 
e = a(b'c"— b"c') +a\b"c — bc") -f- o"(*c' — b'c\ 

obtiuemus : 



9) t* = 


ßV'—ß"/ 


eo — 


A'c"— £"e' 


"ß = 


/«"--/'«' 


ea' = 


A"c_ de" 


ty = 


a'ß"— a"ß' 


ea"= 


bc' —b'c 


£<*' = 


ß' , V-ß7 // 


0b SB 


c'a"—c"a' 


fß' = 


7"« — y*" 


e6' = 


c"o—co" 




*"ß — *ß" 


eb"=s 


ca' — c'a 


t *" = 


ß/— ß'y 


ec sss 


a'b"— a"b' 


*ß"= 


7*' — y* 


<?c' = 


a"b—ab" 




«ß'— *'ß 


«e"= 


ab' —a'b 



Ipsas 1, e invenimus e formulis idsnticis: 

(7" x _ y «") (« ß'— *'ß) — (y*'— y«) («"ß— aß") ob » « 
(c"a — ca")(ab'—o'b) — (co'—c'oXa"b — ob") = ae, 
quae e 9) in has abeunt 

et(ß''f'—ß"Y) «= f 3 « = r« 
ee(6'c"— £"cQ = e*a = ea, 
sive «£ = ee = l, unde cum Signum ipsarum e, e pro arbitrio assumere 
liceat, statuemus: jq\ t = f . g j 

Quae abunde nota, ne quid desit, hio appostümus. Ante omtua 'aütem 
tenendum est, quo in sequentibus saepe utemur, 

theoroma, 

„naturam coefficientium substitutionum propositarum eam 
esse, ut datis aequationibus linearibus: 



X = *G + a'G' + a"G" 
7 = ßG + ß'G' + ß"G" 
Z — yG + y'G' + y"G" 



JP n * T+b ü + c V 
JF' = a' T+b' U+c' V 
JF" — a' T+b"U+r"P\ 



I 
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V = c^-f c'JT' + c"7F t \ 
= CG + .G'G'+ G"G" 



inde sequatur: 

G a « *-f-ß T + y Z 

& = «'.X+ß' r+y'Z 

G" mm a"X + ß" JT + y" Z 
et vice versa; simulque sit: 

xx +rr +zz 

Jrtr+ JT'fT' + JF'JT» ss' TT +1/U + VV: 

11. 

E subatitutionibus 1) cum prodire debeat, quod est problema pro- 
positum: 

11) (Ax + By + Cz) w + (A'x + B'y + C'z) w' + {A"x -f B"y + C's) 

= Gst+ G's'u + G'V«, 
locum habere debent aequationes conditionales: 

12) A ss Gaa + G'a'6-f G"a"c 
B = Gßa +G'ß'b+G"ß"ö 
C a Gy« +^Y*+ Ö V« 
^' == G 0 c' + G'«'A'+ GVV 
B' = G ßa' + G'ß'b' + G"ß"c' 
Caa Gyö'+G' y'6' + G'V'c' 

G «0''+ G VÄ"+ GW 
B"ss Gßa / '-HG'ß'A"+G' / ß'V 

0"= G7a' / +GVÄ' / +G' / y' / « ?// . 

>, junctae duodecim 4) unara et viginti cfliciunt 
quibiis octodecim cocflicientos substitutiouum pro- 
positarum et tres quantitates G, G' t G" satisfacere debent. Quod problema 
est determmatum. Jam uniua et viginti inooguitarum aggrediamur detcrmi- 
natioiiem, atque varias, quae inter eas locum habent, relationes exponamus. 

12. 

Per tbeorcma §. 10. e formulis 12) prodeunt sequentes; 



l,)tiae 



13) Go a a.A + ßfl + 7 (7 
Gc' ob *A'+ßB' -f- y C 
Go" = *A"+ßB" + yC" 

G'b = a'A + ß'B + y'G 
G'b' ss a,'A\+ß'B' + y'C 
G'A"= *'A"+ß'B" + y'C" 



G* ss ß — 1~ c^' + a">4" 

Gß =flß+c'5' + fl "/{" 

Gy =oC+o'C'+o"C" 

GV =4^ + Ä'^'-f-Ä"><" 

G'ß' = bB + b'B' +b"B" 

GY as ÄG -J-6'G' + 6"C" 
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n jii 



G"c = aJ'A -f ß"B + y"C 
G"c'= a 'B'-f- 0"B' + y"C 
G'Vss a "jB"-j- ß"B"+ y "C" 



G"a"= cA +c'a- 
G"ß"=s cB +c'B' +c 'B" 
G"y" = +^{7' + c"C". 



Q uibus formulis utriusque substitutionis coefliciontes ope quanütatura G, 
G', G" alterae per alteras lineariter expriimintur. 

Altcram ejusmodi determiDationem ex fpsis 13) per resolutionem 
aciiiiationum linearium petere licet; e. g. e formulis, quibus c, a" per 
*, ß, y exprimuntur , vice versa etiam et, 0, y per ff, «', a" determtnan- 
tur. Qua ratione, posito brevitatis causa 

14) A = A(B'C"—B"C) + B(CA"— CA') -f C(A'B" —A"B'), 
obtiues e 13) sequens formularum systema: 

15) ^g- = (B'C" — a + (B"C—B C") a' -f- (BC — B'C) c" 
A£ . {VA?*-.0'jt)* + {p*A—CA l W+ (CA'-CA)a" 

= (A'B" — ^"B*) a -f- (A"B—AB")a'+(AB' — A'B)o" 
= (B'C" - B"C) 4 + (B"C- B C") 4'+(BC- B'C) b" 
^ = (CA" — CUQ Ä + (C'U - CA") b + (C'^f' — CA) b" 
^ « (,4'B"— A"&)b + (A"B~AB")6'+ {jiP — A'B) b" 

^ = (B'C" - B"C) c + (B"C— B C") c' -\- (B C — B'C) c" 
A#' 

-^-=: (C'yf" — C'^0 c + (CA— CA") c' + (CA' — C',/) c" 
bb (A'B"— A"B')c + (^"B_ AB")e' + (AB' - A'B) c" 

a(B'C-B"C) + ß(CA"-CA') + y(A'B"—A"B') 
^ = a(B"C — BC) + ß(C"A-CA")+y(A"B—AB") 
"''= «(BC — B'C) +ß(CA' —CA) + y(AB' —A'B) 



^ = <t'(B'C"-B"C) + ß'(C^"— CUO+y^^'—^'^O 
^i' = a'(B"C —BC") + 0'(C"^ — CA") +y\A"B - B"^) 
4£« «'(BC -B'C) +ß'(CA'— CA) +y'(AB'—A'B) 
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^ a>'(B<C"-B"C) + /S" (C'A"-C"A')+y»(A'B"- A"B') 

Ar' 

Ac" 

n"(B C —B 4 C) + ß"(C A' — CA) -\-y"{A B' -AB) 



16) 



ITC '- B"(" 






+ 


a'b 




a"c 


A 




C~ 


G' 




G" 


CA"- CA' 

A 




/*» 

e 


+ 


,9b 
G' 


+ 


pe 
G" 


/l'ß" 








y>b 


+ 


r"c 


A 




G 




ff 


G" 


B'C-BC" 




aa' 




a'b' 




a"c' 


A 




G 




ff 




G" 


C4~OF 
A 




ßa> 
G 


+ 


,9b' 
G' 




!?'(? 



A 'B- Alf ya' y'b' y"c' 

A - ~G~ fl» ß" - 
BC'-WC _ ag" g'b" »V 
A " G + G 1 ~*~~G 1! ~ 

CA—CA figf , ß»# 

A G + G' + ~G ir ' 

A f? -A'B _ yaT_ yW_ y»c" 
A G G' G" 

Valores ipsarum B'C"-B"C, C'A"-C"A' etc. ctiam directe e 12) derivarc 
licH Fit excrnpli giatia e formulis 12): 

B' = Gßu' + G'ß'b' + G"ß"c' 
C = Gya' + G'y'b' + G"y"c' 
B" - Gßa"+G'ß'b' + G"ß"c" 
Gya" + G'y'b" +G"y"c", 
prima et postrema. secunda et tcrlia in so ductis et subductione facta: 

B'C"-B"C m G'G"{ji'y"-ß"y'){b'c"-b"c') 
+ G"G{ß"y~ßy") (c'a"~c"a r ) 
4- GG' {ßy' -ß'y) (a'b"-a"b'), 

sive e 9): 

B'C"-B"C = G'G"aa+G"Ga'b + GG'a"c; 
qua comparata cum formula 16): 

B'C"~B"C = ^ + 

G ff G" 1 
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prodit : 

17) A = A(B'C"-B'C) + B(CA"-CA') + C(A'B"-A"B*) = GG'G" 
Iam accedamus ad alia formularum systcmala. 

13. 

Ponatur brevitatis causa: 



/ = AA-\-A'A'-\-A"A" 


P = 


AA + BB + CC 


m = BB + B"B'+B"B" 


P' = 


ÄA' + B'B' + CC 


n = CC +CC+CC 


P" = 


Ä'Ä'i ff'B"+CC 


t = BC + B'C+B"C 


9 = 


ÄA" + B'B'-\CC 


m'= CA+CA'+C'A" 


q' = 


Ä'A + B"B + CC 


»' = AB+A'B+A'B' 


i" = 


AA' + BB' + CC; 



unde eliam crit: 

19) mn - f r = (BC- B"Cf+ (B" C-B C")'+ (BC- BCf 

nl- mW = (CA"- C'A') 7 -\- (CA - CA"f+ (CA'- CA? 

lm-n'n' = (A'B"-A"B') i +{A"B-AB") > + (AB-A'Bf 

p'p"- qq = (W -B"cy+(CA"-CAy+{A'B"-A"B') 1 

p"p-q'q' = {B"C-BC)>+(CA-CA"Y+(A"B-ABy 
pp'-q"q" = (BC - ffCy+iCÄ -C'Af+(A B' -A'B? 

porro : 

20) m'n'-lT = 

(CA"- CA') (A'B' - A"B') + 
(CA - CA") (A"B -AB') + 
(CÄ- C A)(A B — Ä B) 

n'C-mm' = 
(A'B"-A"B')(BC-B"C) + 
(Ä'B- AB")(B"C-BC t ) + 
{AB'- A'B)(BC -B'C) 

tm-Hn' = 
(B'C - B"C) (CA" - CA') + 
(B" C - B C) (C A - CA") + 
• (BC -B'C)(CÄ~ CA) 
nec non: 

21) AA = Imn-ltt-mm'm'- nu'n' +2froV 
= PP'p'-pqq-p' q q'-p"q"q"+ ^qq'q". 



q'q'-pq = 

(B'C -BC)(BC -BC) + 
(CA - CA") (CA' -CA) + 
(A' B-AB")(AB -A'B) 

q"q-p'q' = 
(BC-B'C)(BC-B'C) + 
(C Ä -CA)(C'A"-CA') + 
(AB 1 -A'B)(A'B"-A"B') 

qq'-p"q" = 

(K C - B"C) (B"C- B C) + 
(CA" -C"A')(C'A- CA") + 
(A , B"-A"B')(A"B-AB"); 
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Quae omnia rursus per ipsas G, 6", G" et coefficientes substiluiionum expri- 
quod ex anlecedentibus sine negotio fit. 
Ac primum e formulis 12) per theorema §i 10. prodit: 



22) / = GGaa + G'G'a'a'+ G"G"a"a" 
m = GGßß+G'G'ß'ß'+G , 'G"ß"ß" 
n = GGyy + G'G'y'y' -f- G" 

ac simili modo e 15): 

23) mn ~ VV 



p ■ - GGaa + G'G'b b +G"G"cc 
p' ^GGo'a'+Q'G'b'b' -fG"<?"cV 
p" =GGa"o"+ G'G'b" b"+ G"G"c"c", 



AA 



GG 



CG' 



til—m'm' _ ßß 
AA ~ GG + W 



tot - w'»' 

AA 



G"G" 

gg 
G"G" 



rr . rV ■ tV' 

CG G'G* " r G"G" 



pY—qq , 

AA GG T 

AA GG + 



66 



G'G' 
6'6' 



G"G" 



PP'~ D «V 



AA 



GG G'G' 



G'G» T G"G" 
6"6" c"c" 



G"G" 



Porro e 12) facile derivantur sequentes: 



24) r = GGßy+ GG'ß'y'+G"G"ß"y" 
m' - GGya +G'G'y'a'+G"G"y"a" 
n' = GGaß + G'G'a'ß'+G"G"a"ß" 
ac simili modo e 15) 
25) mV_W ' & * ßf i 1Y 

n'f— mm' ya y'a' r" a " 

Ä~~Ä ein ' mn' T " 



AA 

r — »ii 

"SS" 

t'm'- nn' 

A A 



GG 
«/9 



G'G' 
a'ß 
GG G'G' 



q"/T 



G"G" 



q = GGa'a"+G'G'b'b"±G"G"c'c" 
4 = GGa"a+G'G'b"b+G"G"c"c 
q" = GGaa'+G'G , bb'+G"G"cc', 

0 

<fq"-pq a'a" b'b" c'c" 



AA GG 1 G'G' 1 G"G" 

<fq-p'<t o"a 6"6 c"c 

AA ~* GG ' 38 "*" /! '"" 

q<f—p n q" _ ao' 



AA 



G^ 
66' 



G"G" 



GG ' G'G' ' G"G" 



Sequilur porro e 22): 

26) GG+Q'G'+G"G" = //+«» + «» 

= pp+p'p'+pY, 

eoderoqae modo e 23), cum sit A= GffG": 

27) G'G'G"G"+ G"G"GQ+ ÖGC'O' = »•+ nl + Im-tt-m'm'-n'n' 

= PP +P 7 ~q 9 

Adnotemus adhuc, e formulis 22), 24) recte dispositis per theorema 

§i 10. enii sequentes: 



GGa = 


la+n'ß+m'y 


GGa = 


pa+q"a'+q'o" 


GG ß = 


n'a + m ß + ry 


GGa = 


q"a+p'a' + qo" 


GGy m 


m'a+rß+ny 


G Ga" -> 


q'o+qa'+p"a" 


G'G'a' = 


la' +»'/M-*y 


G'G'b = 


pb+q"b'+q'b" 


G'G'ß' = 


n'a' + mß'+fy' 


G'G'b' = 


q"b+p'b' + qb" 
q'b+qb' 
35» 


G'Gy = 




G'G'b" = 
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G G a = /«" +»'/?"+ m'/' 
G"G"ß" = n'a" + mß"+ty" 
G"G"y" - /«'«"+ r(i" + tr/" 



G u c — p c + q c -\ q c 

S-ntr j wlt Jf II . I I I II 

C'G'V - V 'c+ ? r'-|pV. 



Quarum exempli gratia prima, quarla, seplimu allerius systematis per dictum 
theorema ex his fluunt, quas e formulis 22), 24) eligimus: 
/ - « . GGa + a' . GW+ «" . G"G"a" 
«' = ß.GGa+(?.G'G'a'+ß".G"G"ct" 
m = y .GGn + y .G'G'tt+f G"G"«", 
similique modo rcliquac 28) eruunlur. 

E 28) rursus per idem theorema flt: 

29) / / + n'n -f mm = G' « a -f ff* «' a' + G" W 

mm+ r/4 »v = G , ßß+G , *ß'p+G , "(i"tr 

nn 4 »W+ ff = C* y y + ff* y'y' -f G"*y"y" 

v v + q"q" \ H = G*«a + 6"* « 6 + G" 4 c r . 
/>"/>"+ ?Y + n = üW+cw+rcV". 

(.hiibus aliae variae addi possunt. Similiu formularum systemala c formulis 
23), 25) derivare licet. Quac tarnen ex antecedenlibus etiatn fluunt ope 
Ibeoremulis generalis sequcntis. Comparalis enim inier se formulis 12) et 16), 
quarum alterutris, ndvocatis insuper 4), coöfficientes substitutionum et ipsas 
G, G', G" determinare licet, sponte prodit 

theorema, 

„e qualib» ! formularum prop osil aruin derivari posse alteram, si 
in locum quantitatum 



A, 


B, 


c, 


a; 


B', 


c, 


A", 


B", 


C", 


G, 


G', 


G" 


ective se 


quentes: 




BC'-B'C 


CA"— CA' 


A'B'-A"^ 


A 1 


A 


A 


B"C-BC 


CA -CA" 


A"B-AB' 


A • 


A 1 


A 


BC-BC 


CA'-CA 


AB'-A'B 


A ' 


A ' 


A 


i 


1 


* 






G" 1 
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unde e. g. etiam pro A ponendum Quod palet reciprocum 

esse, id est, ubi illa in haec abeant, simul etiam haec in illa 
mutari." 

C quo theoremate memorabili formulae invcntae alteram statin» ei re- 
spondentem adiungere licet. Quemadmodum formulae 22) et 23), 24) et 25) 
per theorema illud allcrae ex alteris derivantur Cui tarnen negotio singulis 
casibus supersedemus. 

Per Substitutionen proposilas e formulis 12) fit: 
[Am + By + Ci] w + [A'x + B'y + Ca] «»'+ [A"x + B"y + Ca] w" 
m Gst+G't'u+G"*"*; 
per easdem substitutiones e formulis 16) sivc ex aequatione illa per dictum 
theorema altera sequitur aequatio ei respondens: 

30) [{B'C"-B"C')x t-{C'A"-C"A')y + {A'B"~A"B')i]w 4 
[{B"C ~BC") x+(C"A-CA**) y + (A"B - AB") »]«>'4 
[{BC -B'C) x + {CA' -CA) y + (AB' -A'B) z]w" 

= £ + ~ + = G'G"st + G'>G*>u+GG>8'c 

IIa per easdem substitutiones binas simul effici videmus transformationes. 

14. 

Postquam antecedontibus relationes praecipuas et clegantiores, quae 
inter quantilales quaesitas et datas locum habent, collegimus, iam sine ne- 
gotio idque variis modis ex iis ipsi incognitarum valorcs fluunt. 

Formulis 26), 27), 17) quanlilatum GG, G'G', G"G" suinmam, summam 
productorum e binis, ipsarumque productum exhibuimus, uude aequationem 
cubicam assignare possumus, cuius quantitates illae radices sittt, eaeque radices 
diversae. Quae per formulas allegatas, advocata 21), fit: 

31 ) x>- x 1 [/+ m + «] + x [mn + nl+lm- t'l'~ m'm'- n'n'] 
- [Imn - / /'/'- m m'm'~ nn'n'+ 2l'm'n ') = 0, 

sive etiam: 

32) x 1 - x* O +p'+p"] + x[p'p"+p"p +pp'- qq - q'q'- q"q"] 

-[ppV t -pqq-p'q'q , -p"q"q"+*qq , q"] = o ; 

quas aequationes etiam hunc in modum repraesentare licet: 

33) (x - 0 (x - m) (x - n) - /'/' (x - 1) - m'm' (x - m) - n'n' (x - n) 

-2/W = 0 

34) (x -p){9- pO (* -P") - qq (* -P) - q'q' (x ~p') - q"q" (x-p") 

-2qq'q" = 0. 
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Quae e formulis 18), 19), 21) in hanc abeunt: 

35) * 3 - x l [AA + BB + CC+ ,4'yi'+ 5'/?'+ C'C'+ ,4'M"+ C"C"] 
(fl'C- B"C')* + {C'A"— C"A'f+ (A'B"- A"B'y+ , 
+ x (Z?"C - BC") 7 + (CM - CA") 7 + (A"B - AB") 1 + 
(BC -B'Cf + {CA' -CA)' -{-{AB' — A'B)' ' 
-[A(B'C"-B"C) + B(CA"-C"A t ) + C{A'B"-A"B')] 2 = 0 

A cuius aequationis cubicae resolutione tolum maxiine problema pendel; 
quippe cuius inventis radicibus GG, G'G 4 , G"G", quadrala coofficientium sub- 
stitutionum propositarum raüonaliter exprimunlur, unde ut ipsi earum eruantur 
valores, tantum radicis quadraticae extractione opus est. 

Eligamus e. g., ut valorem ipsius aa eruamus, e formulis 7), 22), 
23) sequentes: 

aa + a'a'+ a"a" = 1 
GGaa+G'G'a'a'+G"G"a"a" = / 

aa a'a' a"a" _ mn-PF 

GG + CG' + G"G" ~~~ AA 1 

quarum postrema eliain nunc in modum repraesentari polest: 

G'G'G"G"aa + G"G"GGa'a'+ GGG'G'a"a" = mn- W. 

Cui addatur prima ducta in -GG(G'G'+G"G"), secunda ducta in GG; prodit: 

[G'-G'(G'G'+G"G") + G'G'G"G"]aa = G t l-G t (G'G'+G"G") + nm -/'/', 

unde cum sit 

GG+G'G'+G"G" = l+m + n, 

obtines: 

(GG-m)(fiG-n)-rr 



aa 



{GG - C'GO (GG - G"G") 
In iocum aequationis tertiae etiam haec substitui polest, e 29) petita: 

G*aa + G'*a'a'+ G"*a"a" m U+m'm'+ »V, 

qua iuncta primae ductae in G'G'G"G" et secundae ductae in -{G'G'-G"G"\ 
obtines 

(GG-G'G')(GG-G"G")aa = (G'G'— l) (G"G"~ /) -f tn'm'+ n'n', 

sive 

Oft (/-G'G0(/-G"G") + mW+«V 

° ' ~ (GG —G'G r )(GG—G"G") 

Utrique autem ipsius aa valores invenli e 26), 27) facile inter se conveniunt. 

Hac ratione, cognitis ipsis GG, G'G', G"G", quadrata coefficientium 
quaesitarum nanciscimur per formulas sequentes: 



Digitized by Google 



19. C 6. J. Jaeobi, de tratuformatione inUgralit duplici* etc. 



275 



37) 



aa 



(GG-m)(GG-n)-FP 



a'a' = 



a"a" = 



ßß 

ß'ß* 
ß u ß« 

77 



yY 



(GG— CG*) (GG — G'C) 
(GC-m)(CG-n)-n 
(CG 1 — CG") (GG— GG) 
(CC—m) (CG" — n)— ff 
(CC- GG) (G'C- CG) 

(GG—n) (GC-Q-mW 

(GG— G'C) (GG — G"G") 
( G'G'-nXCG'-O-m'm' 
(G'C— CG") (GG— GG) 
(G"G"-n) (C'G'-Q-m'm' 
(G"C—GG)(G"C—GG') 

(GG— t)(GG—m)— nV 



(GG—G'G)(GG—G'G') 
(GG-l)(GG-m)-n'tt 
(G'C — G"G")(G'G'—GG) 
(C'G'—C) ( G"C—m) - »V 
(G"G"—GG) (G'C— CG) 



aa 

bb 
cc 



a'a' 



b'b' 
c'c' 
a"a" 
b"b" 
c"c" 



(GG-p>)(GG-p")-gg 



{GG- 


- vV) {Gu — G G ) 


(GG- 


-p')(CG-p")-qq 


[frv- 


- G G' ) (G G — Cf u J 


(CG"- 


-pOiGG'—p^—qq 


(G'C 


~GG)\\m G — u u j 


(GG- 


-p r )(GG—p) — q'q' 


(Gu- 


- Cr Cr J ( CjO — Ci Cr J 


(G'G- 


-jf')(CC—p)—q'q 


(G'G - 


~G f (r )\G G — uCjJ 


(CG - 


-pf')(CC—p)—q'q' 


(G'C 


-GG)(G"C-G'C) 


(GG- 


.pXGG-p^-tf'q" 


(GG- 


-GG)(GG-CC) 


(GC- 


.p)(CG'_pO-<r9" 


(GC- 


-G"G"0 (CG— GG) 


(CC- 


p)(G»C-p?)-q"q" 


(G'C 


-GG)(CG"-GG) 



Uli quantitatem aa sub alia forma 36) exhibuimus, ila etiam reliquis formam 
similem assignare licet, cui, com in promtu sit, supersedemus. 

His inventis, ipsas coefficientes quaesitas per exlractionem radicis qua- 
draticae eruimus; signa autem radicum non omnia pro arbitrio assumere licet. 
Videbimus euim, non modo aa, sed etiam producta aß, ay, ope ipsarnm 
GG, G'G', G"G", ralionaliter exprimi posse, ande patet, signo unius e quan- 
titatibus a, ß, y pro arbitrio assamto, reliquarum signa determinala esse. 

Producta illa aß, ay y ßy eorumque similia ex antecedentibus facile 
inveniinus. Exempli gratia, ut erualur productam ßy , eligimus e 7), 24), 
25) sequentes formulas: 

ßy+ ß'y'+ ß"y" = 0 
GGßy+G'G'ß'y'+G"G"ß"y" = /' 



flr 



ßl 



(Pf 



m'n'-lF 



GG 1 CC V CC A » 

quarum postremam, cum sit A = GG'G", rursus ita exhibemus : 

G'G'G"G"ßy+G"G"GGß'y'+ GGG'G'ß"y" = m'n'-W. 

Qua addita primae ductae in —GG(G'G'-\- G"G") et secundae ductae in GG, 
prodit: 

(GG — G'G 4 ) (GG—G"G")ßy = l'(GQ-t) + n'n' y 
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sive f (GG-l) + mW 

' r ~ (GG-G'G*)CGG-G"C") * 



Hne ratione 


se 


qtiens nanciscimur formularum systema: 


38) 




f [uu — i, -f-'w n 


a'a" = 


q(GG—p) 'rq'q" 


= 


[tili — 1» tt J ^'»tf — Cx Ii J 


'Iii: f?f2'^ nn /;"/:" 

tili — Lf I r J Iiis — Im i / 






< i s G tf — IjtW» 


tV6" = 


Vk''" —Prt'ftf 




f f"f2" i fl"f' ß£S\ 
yjtt U — 1# Ii J u — OlxJ 


f fi'ti> f:"f:"'' fiviv f;n , 

\fj Ii — -ff '» J ,,'f '» — •»•» / 






prrv*n* t\ 

r (^ij 7 (» — i j -j- wi n 


c'c" = 


n(IVIV n"; J_.i'//' 


= 


r"'f> ff*~\ t"'/~'" i~"C"> 

\li tf — IlW^O tf — t f tf ) 


^Li tf — lf tf ) \XI Lf — tf tf 


r* 

y'a' 




IM \uU — OT^-j-WI 


a"a = 


„• Hill „' , . ,,»., 


= 


{Ulr — tf ü J ^f*U — lf u J 

in(l» Ii —mj -f-w " 


b"b- 


•^Iflf tf lf J I Lftf — Lf lf J 

g\G G—pj+i/q 


= 


(G'G'- G n G')(G'G'—GG) 


(G'G'— G"G")(G'G'-GG) 






m , {G"G n -m)+n'r 


c"c = 


q>(G»(r'-p' J + q"q 


y"a" 




(G"G"—GG) CC'—CG') 


{G"G"-GG)(G"G"-G'G' 


aß 




n'(GG n) + fm' 


aa' = 


q"(GG- P ") + qq> 




{GG-G'G')(GG-G"G") 


(GG— G'G") (jGG—G"G", 


a'ß' 




n'iG'G'-nj+Fm' 


bb' = 


9" (GV-p", -<-<,«,' 




(G'G'-G"G")fJ?G'-G(T) 


:[G'G'—G"G") (G'G' - GG 


a",i" 




«'(G"G"-«)+rm' 


cc' = 


q"(G"G"-p"j+qq' 




CG"G"- GG) (G"G" — G'G") 


{G"G"—GG] (G"G"— G'G') 



Ex his formulis videmus, dctcrminntis signis ipsarum o, a" et a. 6, r, 
reliquarum etiara Signa determinata esse. Neque illa omnino pro arliitrio 
asstunere licet, ul)i, ut supra fecimus 10), slatuere placet 6=1, c=l; quippe 
quo facto etiam e quantitalibus a, a' } a" nec non e quantitatibus a, b, c 
rniius Signum per signa duarum reliquarum determinatur. 

Adnotemus adbuc. quo methodorum, quibus Uli licet, varietas demon- 
stretur, omnia. quae ad resolutionem problemalis necccssaria sint, etiam e 
formulis 28) peti potnisse. Eligamus e. g. aequationes tres primas alteriu? 
sysUHDltiS) quas ita exhibemus: 

0 = (l-GG)a+ n 4 iJ+ m'y 

0 = n'a + {m-GG)ß+ l'y 

0 = m'o+ Pß+(»-Ga)y, 
e quibus. eliminatis a, ß, y per regulas nolas, priraum obtincmus: 

(/- GG m - GG) (n - GG) - /'/' (l~GG) - m'm\m - GG) - n V [n - GG) 

+ 21' m'n' = 0, 

quae aequatio cubica, e cuius resoiutione GG prodit, eadcin est atque illa 
supra inventa 33\ Eadem metbodo e reliquis formulis 28} inveniuntur G'G', 
G"G" eiusdcm aequationis cubicae radices esse. 
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Porro ex aequatione socuoda et tertia sequuntur proportiones : 
x:3:y — xx:aß:ay — 
(m — GG)(n—GG)—l'l' t l'm'—n'(n—GQ)t n/ V — m'{m — GG)j 
e tertia et prima: 

ß;y:« = fij3:07:ß**s 
(« — GG) (/— GG)—m'm'i m'n'—V {l — GG) : Vmf—n' (n - GG); 
e prima et secunda: 

y:«:ß =syy; yaryß = 
(/—GG) (m — GG) — n'n'-.n'V— m' (rn— GG)i m' n'— /'(/— GG). 
ünde etiam: aa:ßß:y^ mm 

(m — GG)(n — G G) — l'l'i (n — G G)(l — G G)— m 'm ': (l — G G)(m— G G) — n'n\ 
Jam vero est 

(m — G G)(n-~ G G) -f {n-GG) {l-G G)+{l-GGXm-GG)—l'l'-m'm'-n'n' 
aequale difterentiali expressionis : 

(x—r){x — m)(x — n) — l'(x—I)—Tn'{x--m) — n'{x — ri)—2l'm , n' 
— {x— GG) (x— G' G') (x— G" G"), 
secundum x surato, siquidem post differentiationem x= GG ponitur, 
ideoque etiam aequale expressiuni 

(GG— G'G') (GG— G" 

Unde cum sit 

«a + (3ß + 7 y mm 1, 

nrf _ {GG— m) {GG—n)-V1f 
** {GQ—G'G')\fiG-G"G"y 



quod cum 37) convenit; cademque ratione etiam reliquae formulae 37) in- 



Invento ««, e proportionibus assigoatis fit: 

«ß — "'(60-") + ^ ' 
H ~~ (GG — G'G') {GG — G" G")' 

quod cum 38) convenit, cuius reliquae formulae eadem metiiodo inve- 



15. 

Postquam antecedcntibus completam problematis resolutionern de- 
dirnu», sequentia adiungaxnus, quibus qwteslio nostra baud parum iilustra- 
tur, eaque adeo ad problema notuin et tritum de indagatione axium priu- 
cipalium superficiei secundi ordinis revocatur. 

E substttutionibus enim propositis per formulas 13) facile proban- 
tur aequationes sequentes: 

d. m. Bd. viu. na. j. 36 
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39) Ax +By + Cz es Gas + G' b S + Q"cs" 
A'x -f B'y +Ca = Ga's -f G'b's' -f G"<?V 
^"x + c "* = GV',y + G'b"s' + G'VV 

+ A*uf-\-A $t w"tss. Gcef -f G'x'u -f G"a"t/ 
£w <?ßf -f G'ß'« + G"/3"u 

Cw> f Cw'+CV'= Gyf -f G'y'" +G // y // t/, 
upde etiam per theorema $.10: 

40) (^ar^.ß/-f-Cz) I -|-(^* + fi'/+C / *) t + (^ a r + 2?" y 4.C"*)* 
= GG**+G / G'*V+ G" G" s" s", 
(Aw + A'w'+ A" w" )* + (Bw + B'w'+ B"w" f -f- (Cw + C" u;'-f C W ) 7 

mm GGtt+G 1 G'uu + G"G"vv, 
; ii- aequationes etiam ita repraeseutare licet: 

41) /xjr + /n y y+/?sc + 2/ / y s + 2m'cx + 2/i'xy 
= GGss -f G' G's's' -f- G" G"s"s" 
pww + p'w'w' + p" w" u>" + 2 ? w»*w" + 2/ u/'k; -f 2 f» w v/ 
= GGtt+ G' G'uu+ G" G"vv. 
Quoties T«ro substitutiones propositae praeter aequationes 
xx + yy + zz = ss+ t/V + s"s" 
u/w -f- w/a/' -f- w"w" = * / -f u u + vi/, 
etiam aequationibits 40) sive 41) satisfacere debent, substitutiones illao, 
sicuti quantitates GG, G' G' f G"G" deterarinatae sunt. Quod cuto Mem 
sit, ac si proponeretur, ellipsoidas, quae ad axes coordinatarum orthogo- 
nales relatee per aequationes exprimuntur: 

(Ax+By + Czf + (A'x+B'y + + (A"x+ B"y -f C'z? = KK 
(Aw+A'w'+A"w"y+{Bw+BW+B"w'y+(Cw+Cw'+C'w'y==££, 
ad axes principales referre, problema ad indagationem axium principaliüm 
Liuurum ellipsoidarum revocatum est, quae in utraque ellipsoida Girat 

"G*> "g 7 * g 57 "' et quarum situ substitutiones adhibendae indicantur. 



Quo melius natura et situs eHipsoidarum perspiciatur, adnotemus, 
aitorius tria puncta esse, qaonun cooruinaiac respective sjnt, posito oren» 
tatis causa JT=1, 

B'€>' — B"C CA" — CA' A' B" — A"B' 

' £ 7 2 ' A~ » 

B"C —BO* CA— CA" A"B —AB" 
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. ... BC -B'C C A'— CA Ah'— AB 
terhi: 5— i S » £ ; 

iisque terminari diametros tres inter se coniugatas, quas patet perpendicu- 
lares esse tribus planis, quae aequationibus definiuntur: 
Ax+By+Cz = 0, A'x+B'y+Vz^eO, A" x-\-B"y-\- C"z saa 0; 
alterius »uporfieiei tria puuota assignari posse, quortuO coordioatae 

B J C"-^B"C B"C—BC" BC—B'C 



secuudi: 

tertÜ; 



A • 


A » 


" A » 


CA" —CA' 


CA— CA" 


C^'— CA 


A 9 


A • 


A " 


A'B"—A"B' 


A"B— AB» 


>*B' — ^'B 


A » 


A 


A * 



quibus puuctfs terminantur diaroetri superficiei tres inter se coniugatae, 
quas patet perpeudiculares esse planis: 

A w+A'w'+A"w" m 0, Bw +B'w'+B"w"= 0, C w + C'w'+ C"w"= 0. 
Unde adeo problema revocatum est ad indagationem axium printipalium 
superficierum , quarum diametri tres unter se coniugatae dantur. 

SimUi modo vei etiam e 40) — 41) per theorema §i 13. probantur 
aequatioaes: 

42) ftB'C— B"C) x + [C'A" — CA') y + (A'B" — A'^ zf + 
[{B"C — B C") x -f- (C C-O y (A"B — ^ B") *]» + 
\(PV —B'C) x + (CA> —CA)y + (JB' —A'B)zf 
mz G'G'G"G"ss + G"G"GGs / s> + GGG'G's"s", 

[(B'C"+- B"V)w+ (B" C—BC^w'+ipV—B'C)*»"? + 
[(C>f"— C"A')w+ (C"A—CA")i»'+ (CA'—CA)w"Y + 
[(,*'£"— A"BT)w+ (A"B—AB")w'+ ^AB'^-A'B)^ 
es G'G'0'*G"tt+ G"G"GGuu + GGG'G'<uv t 

quibus et ipsis aEamm binarum ellipsoidarum coutiuetiir reductio ad 



Iam transeamus ad problema initio propositum de tranaformatione 
duplicis integrabs, cuius solutionem sine calculo de quaestiohibus anteceden- 
tibus deducimus. 

('Gast. wet\. frox. ) 



36- 
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20. 

Memoire sur la courbure des surfaces. 

( Tar Mr. Poisson u rar». ) 
h 

Si Ton fait pasier differents plans par un meme point d une surface courbe, 
les rayons de courbure relatifs a ce point, de toutes les sections planes 
de la surface, auront entre eux des rapports independants de sa forme 
particuliere, et que Ton dolt placer au rang des plus beaux thc'oremes 
de la geome*trie moderne. Parmi toutes les sections normales, il y en 
a deux que I on appele sections principates, et qui repondent, l'une au 
plus grand et l'autre au plus petit rayon de courbure. Euler A fait voir 
que ees deux sections sont toujours perpendiculaires l'une u l'autre; en 
prenant pour la courbure d'une Iigne, une frort ion qui tat l'imitr pour nu. 
me'rateur et son rayon de courbure pour denomiuateur, il a aussi öV'mon» 
trc que la courbure d'une section normale quelconque est egale a la somme 
des deux courbures principales, multipliees respectivement par les carres 
des cosinus des angles quo leurs plans font avec celui de la section dont 
U s'agit; d'ou I on conclut que la somme des courbures de deu* sections 
normales, qui se ooupent ik angle droit, est une quantit£ constante autour 
de cbaque peint de la surface. Quoique Euler eut donne l'expression 
generale du rayon de courbure d une section oblique, U n'a cependant 
pas remarque' Ie rapport tres- simple qui exisle entre ce rayon et celui 
de la section normale , faite par la memo tangente <\ la surface. C'est 
Meunier qui a montre que ie rayon de la section oblique est la protec- 
tion sur son plan, du rayon de la section normale; ensorte que le pre- 
mier de ces deux rayons de courbure est <%al au secoud, multiplie par 
Ie cosinus de 1'angle des deux sections auxquelles ifo repondent, et que 
les cercles osculateurs de toutes les sections passant par une meme tau» 
gente a la surface, sont situes sur une aphere qui a pour rayon celui da 
cercle normal. Ce tbeoreme joint ü celui d'F.uler, renferme la thcorie 
generale de la courbure des surface«, qui se trouve ainsi r£dulte a ses 
elements les phis simples ; car il sufät de connoitre, en ohaque point d'une 
surface quelconque, les directions et les courbures dos deux sections prin- 
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cipales, pour en condure immediatement, la courbure de tonte autre sec- 
tioc normale oa oblique. 

Monge a considere cetto theoric soin un autre point de tue» II 
a nomine Ugnes de courbure d'une surface, los b'gnes pour lesquelles les 
normales A oette surface , en deux points consecutifs, vieunent se ren- 
oontrer, et centreg de courbure de cette mime surface, lea points de 
rencontre des normales successives. 11 a fait voir que sur toutes les sur- 
faces, il existe deux series de b'gnes de courbure qtü se croiscnt u angle 
droit; les normales menees par tous les points de cliacune de oes ligues, 
forment des surface* developpables qui se coupent aussi u angle droit et 
divisent l'espace en filets quadrangulaires qui out leurs hases sur la surface 
donnee; les arretes de rebrousseraent forment deux surfaces distinctes, ou, 
plus generalement, deux nappes d une raeme surface qui est le lieu de tous 
les centres de courbure de eelle que Ion considcre. Monge a determine, 
pour tou« les points d'une surface quelconque, les directions rectangulaires 
des deux lignes de courbure, lesquelles directions coiucident avec Celles 
des sectious principales, de sorte que les rayons de courbure do oes deux 
Ugnes que Monge a aussi determine«, ne sont autre cliose que le plus 
grand et te plus petit rayon des sectious normales. Sur une surface 
donnee, il peut exiater des points particuliers pour lesquek ces deux 
rayons, et, par conse*quent, tous les autres, sont egaux entre eux; Monge a 
nomine" ces poinU des ombilics, et il en a determine' la position sur 1 el- 
b'psoide par exemple, od ils sont au nombre de quatre. La surface de lu 
sphäre est la seule dont tous les poiuts jouissent de oette propriete^ car 
on demontre que si les rayons de courbure sont lous ^aux autour de 
cbaque point d'une surface, Us ne varierout pas non plus en passant d'un 
point u un autre de cette meme surface, qui sera parconsequent spherique. 

n. 

Les meoremes sur la courbure des surfaces que nons renon» de 
rappeler, supposent e>ideroment que les taugentes a toutes les sectious faites 
par lo point que Ton oonsidere, sont dans un menie plan, ou, autremeut 
dit, qu'il n'y a en oe point qu'un seul plau lange nt ; mais il existe des 
points sur certaines surfaces, od le plan tangent est unique et oa eepen- 
dant ces thooremes n'ont pas lieu. En ces points singuliers, la direction 
des lignes de courbure n'est point inde4erminee cotnme dans les ombilica ; 
mais leur nombre est plus grand que deux: fl peut etre quatre, six ou 
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tont autre nombre pair ; et le rayou de «ourbure dune section normale 
est susceptible de plusieurs maxima et minima, dont le nombre total 
est toujours egal a celui des Iigues de courbure, 

Cette exception ä la theorie generale n'avoit pas enoore 4ti re- 
marquoe; eile ne se rencontro pas daus le cas des surfaoes du seoond 
oVgre; mais eile peut so presenter assez frequemment daus d'autres sur- 
faces ; et pour en donner un exemple, il sufiit de constderer la surface 
engendre'e par une parabole, tonrnent autour de son axe, tandis que son 
parametre varie par degres insensibles, de teile sorte qu'il soit une fono 
tion donnce de 1 'angle decrit ä chaque instant. Cette espece de parabo- 
loVde aura pour plan tangent unique, au so mm et de sa generatrioe, le 
plan perpendioulaire h son axe; les section* normales en ce poiot seront 
les positions successives de cette oourbe; leur* rayons de courbure va- 
rieront suivant la meme loi que son parametre, et pourront, coiisequem- 

l'on voudra. 

Mais quoiqne la loi de Variation des courbure* normales soit ainsi 
tont - a - feit arbttraire autour de certains points des surlaces, neanmoins 
les courbure« obliques s'en deduiront toujours par la regle ordinaire, et 
le theoreme de Meunier s'appliquera encore ä oes points, pour les- 
(piels celui d'Euler n'aura plus lieu, 

J ai cte" curieux d'examiner ce que deviennent les formnies g<Sne. 
rales daus ce* eas d'exeeption. La diffionhe 4 analyse qu'elles presentent 
alors tient a ce que les differeiice* partielles d une fonotion de plusieurs 
quantites, qui i^pondent aux valeurs evanoiiissantes de ces variables, peuvent 
dependre des rapports que Ton etablit entre oes memes variables avant 
qu'elles s'eVanouiasent. £IIe s'eclairoit oompletement , en remplacant deux 
des coordonnees rectangulaires que les formales renferment, par des coor- 
tlonni'e* polairfÄ ; et Ton trouve, de 06tte maniore, que ces formules sont 
efFectivement susceptibles , dans certains cas, de plus de deux maxima 
ou minima, auxquels repondent un pareil nombre de «Iignes de courbure, 
qui se croisent en un meine poiut et se oeupeat sous des angles aigus. 

II etait necessaire de considerer ces . partim, iiiers, pour comple- 
ter la theorie de la courbure <des surfaoes; mais avant de nous en occu- 
per, nous allon* dabord rappeier les formules generale» et les eonsequences 
qui en ont e^te" doduites.- 
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in. 

Soft AMB (PI. 3.) la sectiou d'une surface par un plan oblique qui 
coupe le plan tangent au point M auirant la droite CMD\ par Ie point 
M et par ua poiut M' de la meme oourbe AMB, udmiment voiain de 
M, nieuons de« plana normeux ä oetta courbe; ees deux plans se cou- 
peront stuVant une droite ON perpendiculaire au plan oblique et qui reu- 
eontre ce plan au oentre de courbure 0 de la oourbe AMB» Par Ie 
point M Devons aussi unc normale MN u \a surface. Cette normale et la 
droite 0 . V se renoontreront en un certaia point N, puisqu'elles sont toutes 
deux comprises dans Ie plan perpendiculaire u la oourbe AMB, qu'on a 
mene par le point M. Appelons £ la longueur de MN', ^ le rayon de 
courbure MO de la oourbe AMB, et e l'angle OMN, indinaison de la 
normale a la surface sur le plan oblique; onus aurons 

1. ?1 = fcmt; 

en sorte que pour connaitre le rayon de oöurbure dune seota'on quel- 
conque, il s'agira de calculer la raleur de ou d'une distance comptee 
sur la normale. 

D&ignons par x, y, z, les" trois coordonnees rectangulaires du point 

M; x + dx, y -f- dy, z -f-. dz, serönt Celles du point M's et si Ton repre« 

sente pas ds, l'&eiueut MM' de la courbe AMB, et par x, ß, y, los 

angles que fait sa direction avec les axes des x, y, z, on aura 

dx' + dyt + dz* = ds* 

See dy ~ dz 

r77 = cosa, 5f = co 8 ß, = cosy. 

Le plan normal ü cette courbe en ce point M, aura pour equation: 

2. (x'—x) dx + {y'—y)dy + (z?—z)dz = 0, 
x', y', zf, «'laut les coordonnees conrantes. En la difFerentiant par rap* 
port a x, y, z, dx, dy, dz, on obtiendra une seconde equation, savoir : 

3. (x'—x) d*x + (/— y)d'y -f (z' — z)S l z sss ds*, 
qui appartiendra egalement u l'intersection ON des deux plans normaux 
consccutifs; ensorte que cette droite sera determinee par les eV|nationa 
(2.) et (3.). 

D uo autre cdte*, si Ton oonsid^re z comme une fonetion de x et 
y, donnee par l'equation de la surface, et si l'on feit 
dz dz - ii 
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les equatiom de la normale MN seront 

4. x'-x + K« / -*)=0, r + f (*'—•)-* 0; 
x', /, de*gnant encore lea ooordonn^e. courante«. Cea 
tisfont, corame cela doit etre, n l'equation (2.) du plaa normal; en lea 
combinant avec I mitation (3.), on d&erminera les coordonnees x' t y', 
du point N coramun aux deux droites MN et ON: de cette maniere, 
on trouve 



D — ö* z — pd t x—+fB t y. 
On aura, en raßmc tems 

f « = (x'_*)« + (>'->)' + (*'-*)•; 
il en resultera donc 

5 - f"» tjVo + /»' + ?•). 

Je dilFe*rentie compIeVmeut la valpur de dt; oe qui 
b*z = /»ö'x -f* + v pdx -f- dfdjr, 
et) par cousequent, 

Z) = dpcx + # 9 dy. 
Les differcntielles sccondes de x, s, qui dependent de la 
A MB, eyant disparu de la valeiir de D, celle de { ne oontiendra plua 
quo leurs diflerentielles premieres, qui sont relatives ii sa direction, et dea 
fonctions de x et proveuant des dilFerences partielles premieres et se- 
condes de s; par consequent, si l'on fait tourner le plan de la courbe 
AM Ii autour de sa tangente CMD y la l'ormule (5.) ne chaugera pas de 
valeur; et la droite MN vtdvt airisi independante de langte t, on voit, 
en faisant * = 0 dans l'equation (1.), que cetta droite est le rayon et N 
le oentre de courbure de la section normale. Cela pose, si I on donne 
une valeur quelconque u laugle * dans cette Iquation, on voit 
si quelle conü'ent le theoreme de Me unier, relajif aux courbures dea 
obliques, que Ton a che plua haut. 

IV. 

Maintenant, faisons. 

8p = i dx-f- Sc y, do = .lBx-\-t8y; 
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et si Ton substilue ces valeurs dans celle de D, et celle ci dans la formule 
(5.), il en resultera 

6. p = ✓O+pHV) 

reo»*« 4" 2*cos«co8^-f /cos'/S ' 

en ayant egard aux valeurs de ~ et ^ • Si l'on met la valeur de 5* dans 
celle de dt 1 , on aura, en meme tems 

8t 1 = (i+p')Bx-'+2pqdxdy+(i+q 7 )dy 7 , 
on, ce qui est la meme choso, 

7. (l+/» , )cos , a+2/?7COS«cos/9 + (l + ? 7 )cos , /i = 1. 
Generalement, les quanlites p, q, r, », t sont independantes de la direction 
de la tangente CMD; en excluant les cas particuliers oü cela n'a pas Heu 
et dont il sera question ci-apres, il suffira donc, pour delerminer le maximum 
ou le mimmum de <> . d'egnler a zero la diflerenlielle de son denominateur, 
prise par rapport ä cos« et cos/9, et de joindre ä cette equation, la diüeren- 
tielle de Tequalion (7.). On aura, de celte maniero, 

(rcoso-f *cos/9)sin«c?a = — (f cos/? +* cos et) sin/9 e?/9, 
[(1 cos a + ptfcos/jj sin öda = — [(1 -f g ^ )co8/9-^-/>JCOsa]sin/9^/9,• 
d , oü Ion tire 

g reoaa-J-ieog/9 _ (t -f p') co s« -f pq co*ß 
t cos ß j cod /x ~~ (t -f- q*) co» ß -\-pq coa a 

On obtiendra donc Tequalion d'oü dependent les valeurs extremes de en 
eliminant cosa et cos/9 entre les equations (6.), (7.), (8.). 

Pour effectuer cette Elimination, je mulliplie par , les deux 

membres de f equation (8.), puis j'ajoute Tonite a chaque produit; en faisant 
ensuite disparoitre les denominateurs et ayant egard aux equations (6.) et 
(7.), il vient 

/cos^+*cosa = l ) /(l+p 7 +9 2 )[(i + ^)co9/9+p g cosa]. 

En operant de meme sur lequaüon (8.), apres avoir prealablement renverse 
les fractions qui forment ses deux membres, on trouve 

r cos « + $ cos/9 = j /(l +p> + q*) [( 1 +p') coso +pq cos fl]. 

Ces deux equations sont la meme chose que 

9 k'-^ttl+P'+f))™« = (f ^(l+p' + 9 3 )-t)co9/9. 

Crelle'i Joura»! d. M. Bd. Vitt Hft 3. 37 
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En les mullipliant mcmbre ä membre et reduisant, on a 6nalement 

10. (r/-,V- [(1 +f)r-2 Pq8 +(i + (1 -f p*+ff = 0. 

Celle equalion elant du second degrc, il s'ensuil que dans le cas ge- 
neral que nous examinons, le rayon de courbure d'une seclion normale n'est 
susceplible que d'un maximum et d'un minimum, qui pourront ötre, en grandcur 
absolue, deux maxhna ou deux minima, lorsque la courbure de la surface 
changera de signe autour du poinl donnc M. 

V. 

En observant que 

cob/? dy 
C08O dx ' 

on pourra meltre Pequation (8.) sous la forme: 

ii. [^ + ^,- M /]g- + [(l + ^)r-(l + ^)0g-[(l+P ? )*-Mr] = O. 

Elle servira ä delerminer pour chaque point M de la surface, les directions 
de ses deux sections principales; mais si Ton veul connoitre celle de ces 
deux sections qui repond, soit au plus grand, soil au plus pelit rayon de 

courbure, il faudra metlre ^ au liou do ^"'^ dans fune des equations (9.), 

et y substituer sucecssivement les deux valeurs de (j tirees de Pequation (10.). 

Pour conclure facilement de celle equation (10.), Tangle des deux 
sections principales, on fera coincider le plan des x et y avec le plan langen! 
en M. ou sculement avec un plan parallele; on aura aiors p 0 et q = 0: 
ce qui reduira celte equation ä 

VX* $ öx 

Or, si Ton appele £ et les angles que ces deux sections font avec le 
plan des x el », les deux racines de celte equation seront lang? et tang£\- 
on aura donc 

tang^lang^ = —1; 
ce qui monlre que les deux sections principales sont perpendiculaires l'une 
ä Pautre. 

Le plan des x et y etant tangent en M ä la surface, les angles a 
et ß relalifs ä une seclion normale quelconque, seront le complement Tun 
de Fautre, et la formule (6.) se reduira ä 

— = rcos l a + 2^sinacosa + /sin , «. 
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Si Ton donne les valeurs de p qui repondent ü trois sections particulieres, 
elles serviront ä delerminer les Irois quanlites r, 8, t, et, par suile, la courbure 
d'une section normale quelconque. Mais il suffira de deux rayons de cour- 
bure pour determiner lous les autres, lorsque ces deux rayons seront ceux 
des seclions principales. En effet, on peut prendre les tangenles ä ces deux 
seclions rectangulaires, pour axes des x et des g; alors l'une des deux 
quantiles tany£ et lange' sera nulle et l'autre inGnie; et commc on a, d'apres 
lequation (12.), 

tang£+tangC = ~- % 

il s'ensuit qu'on devra avoir $ = 0. 11 en resultera donc 

-L = rcos 7 o + / sin 7 « : 

par consequenl, si Ton designe par Ii et R' les rayons de courbure prineipaux 
qui repondent ä a = 0 et a egal ä un angle droit, on nura 

1 1 

ß =r > ¥ = 

d'ou Ton conclut, pour un angle a quelconque, 

1 coa'a »in'a 
(t ~ R W~ ' 

equation qui renferme le theoreme relatif aux courbures des sections normales 

que nous avons eile plus haut. En designant par p' le rayon de courbure 

d'une section perpendiculaire ä celle qui repond au rayon p, et changeant 

l'angle « en son compleroent, nous aurons 

1 ""*" ■ C09,a 
7 - R + R' ; 

et en ajoutant celte equation ä la precedente, il vient 

1 . I i , l 

ce qui renferme aussi un theoreme connu. 

VI. 

Quelle que soit la direction des axes des coordonnees, on conclura 
de f equation (10.), dont R et R' sont les deux racines 
I i = (1+Qr-2py4-(14-p , )< 

R R ' O+p'+i')* 

1 rt-t* ' 

RR 1 ~ 0+P*+9T ; 

37* 
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d'oü Ion tire 

(1+pH77(^-^)'=[(i+?>-(^^ 

Pour que les deux courbures principales, et, par conscquent, celles de toutes 
les autres sections normales soient egales aulour du point M, qui sera alors 
un ombilic, il faudra donc que le second membre de cette equation soil nul; 
or, je fais, pour un moment 

pqr-W+p')» = pqV, 

il en resulte 

(l + 7 >_(l+p>)/ = (1 IT— (i V; 
1 equation equivalenlo a R = R' deviendra donc 

[(l + q')U-(i+?)VY + 4UV=0; 
et comme on en deduit 

il s'ensuil que la condition R = R' ne peut 6lre remplie, ä moins que les 
quantiles U et V ne soient separemcnt nulles. Cela etant, Tequation fli.j 
devienl idenlique; ce qui devoit arriver, puisque toutes les sections normales 
failes par le point M sont, dans ce cas, des «ections principales. 

Je dis de plus qu'il n'y a que la surface de la spherc qui satisfasse 
en lous ses points ä ces condilions. En effel, les cquations V 0 et 10 
sonl la memo chose que 

P dp 1_ dg ft 

1 + q öx ' 

9 dg 1 dp ^ 0 
* + 9' P dy 

En les integrant et designant par A une fonetion arbitraire de x, et par Y 
une fonetion arbitraire de y, on aura 

d'oü Ton tire 

»-^). « 

Au moyen de ces valeurs, l'equation ~ — |^ peut se reduire ä la forme 

_J ÖX = _!_ dY 

Pour qu'elle subsiste, il faudra que ses deux membres soient une meine con- 
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stante arbitraire que je representerai par — ■ On atira donc, en iutegrant et 

designant par a et b deux aulres constantes arbilraires, 

8 8 , 



Je lire de lä les valeurs de X et Y; je les subslitue dans celles de p et q, 
et celle-ci dans Teqaation dz = p dx + qdy; il vient 

en integrant et designant par c une nouvelle constanle arbitraire, on aura donc 

( x - a y + (y-bf+(*-c)' = (T; 
ce qui est 1 equation generale de la sphere. 

VII. 

Les differentielles des equalions (,4.), prises par rapporl ä x, y, z, p, q, 
appartiennent aux points oü la normale menee par le point M, pent ölre 
renconlree par des normales consecutives. Les equalions differentielles sont 

13. \d x +PÖ* - (»'-») dp, 
{ öy + qdz - («'— z)cq; 
pour que la rencontre ait Heu, il faudra donc, en eliminant entre elles z'—z, 
que Ton ait 

14. {cx+pdz)dq — {cy-\- qdz)Vp; 
par consequent, celte derniere equation est celle des lignes de courbure, que 
Ton a preccdemroent definies. Or, en y substituant pour dz, dp, 6q leurs 
valeurs, eile coincide avec l'equation (11.); il en resulte donc qu'cn chaque 
point de la surfacc . les directions de ccs lignes sont les memes que celles 
des seclions principales. 

Les equations (13.) peuvent s'ecrire ainsi: 

[i+p 7 -(z'-z)r]dx = [(z'-*)s-pq]dy, 
[i+q*-(z'-z)t]dy = [(*'-*)* -pq]dx; 
en les multipliant membre ä membre nous aurons donc 

15. 1 + p'+ q*- [(1 + q 1 ) r - 2 P qs + (1 + p') t) (V- z) + (rt - O (*'-*)' = 0; 
en appelant (» la dislapce d un centre de courbure au point M, on a d'ailleurs 

f? = (x'-xT + (y'-yf + (*'-*y; 
et si Ton elimine x'—x, y'—y, z'—z, entre ces deux dernieres equations, 
jointes aux equations (4.), on oblient l'equation (10.); ce qui montre que les 
rayons de courbure d'une surface, suivant la definition de Monge, sont les 
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rayons maximum et mimmum des seclions principales. En eliminant x, y, s 
enlre les equations (4.) et (15.), et l'equalion de la surface donnee, od auru 
en x', y, fequation du lieu de tous les r.entres de courbure. 

VIII. 

Lorsque le point M sera un ombilic, Tcquation (14.) equivalente ü 
l'equalion (11.) sera idenlique; quelle que soit la direclion delermineo par le 
rapport de dy ä dx, la normale MN au point M sera donc reneontree par 
la normale consecutive, et les droites menees par ce point dans le plan 
langen!, seront toutes tangcnles ä dos ligne3 de courhure. Mais parmi toutes 
ces lignes en nombre inflni, il y en aura une ou plusieurs qui se dislingueronl 
des autrcs par une propriele parliculiere. 

Observons d'abord qu'en genern], aucunc normale MN n'esl rencontree 
rigoureusement par une aulre normale M, V, . quel que rapproches que soient 
les points de la surface M et M t auxquels elles repondenl: en appolanl A 
leur plus courte distance et a la longueur de la droile MM,, ces deux quan- 
tiles seront du meme ordre de gr and cur. pour une direclion quelconque de 
MM, ; et ce qui caracterise une ligne de courbure, e'est que, dans sa direclion, 
le rapport de A ä a devient infinimenl pelit en meme tems que o. Or, cela 
nurn lieu dans toutes les directions aulour de M, si ce point est un ombilic; 
mais il y aura une ou plusieurs directions de MM, , pour lesquelles le rapport 
donl il s'agit sera infinimenl plus petil que pour toutes les autres; en sorte 
que, suivant ces directions parliculiercs, il existera un rapprochement infinimenl 
plus intime que dans toul aulre scns, cntre les deux normales consecutives 
SIN et M,.\,. sans qu'on puisse dire, cependant, que ces deux droites sc 
rencontrent rigoureusement. 

Four le faire voir, on designera par i une fraction qu'on supposera 
d'abord trcs-petite et ensuite infinimenl petile, et Ton prendra x-f'A, y-hik, 
pour ce que deviennent x et y relativement au point M, \ h et k etant des 
quanlites indeterminees, dont le rapport dependra de la direction de MM, 
Par les regles ordinaires, on calculera la plus courte distance A: on pourra 
developper son cxpression et celle de a } suivant les puissances de i; et Ton 
en conclura, en serie convergente, 

A* 
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<p, y>, Co etc.. elant des qnantiles independantes de i. La premiere sera une 
fonclion de A, k, p, q, r, *, t; la seconde contiendra, en oulre, les differences 
partielles du 3"" ordre ; la troisieme, Celles du 4 M " ordre, etc. 

Cela pose, lorsque la fraction i deviendra infiniment petite, le rapport 
de A ä n sera generalement une quantite finie, egale ä (p; mais si Ton de- 
termine le rapport de k et A, de maniere que Ion ait tf 0, la valeur de 
A* 

— ,- sera inflniment petite, du meme ordre que i; or, cette equation <p = 0 

ne dißerera de l'equalion (11), qn'en ce quelle renfcrmera au lieu de 

öv A* 

it s'ensuit donc qu'une valeur infiniment petite du 1" ordre de -~r est 

la propricte generale des lignes de courbure. Si, au point M, la quantite 
<p est nulle pour loutes les valeurs de A et k, la propricte donl il s'agil aura 
lieu dans loutes les directions autour de ce point; mais on pourrn disposor 
du rapport de k ä A, pour rendre nulle la quantite i}>; et pour les directions 

A* 

qui en resulleronl, la valeur de ~ sen< infiniment petite du second ordre. 

I 

Celle equation xft^O sera du 3 m " degre par rapport a j; il y nura donc 

A' 

une ou trois directions particulieres, pour lesquelles In valeur de sera 

infiniment petite par rapport ä sa valeur dans toutes les autres directions. 
On verra de meme ce qui arriveroit, si la quantite y s'evanouissoit pour 
loutes les valeurs de A et k; et ainsi de suite. 

Je n'entrerai pas dans le detail de ces caiculs, dont la longueur seroit 
loule la difficulte. J'en ai indique les resultots, parcequ'ils sonl propres ä 
concilier ce qu'on trouve dans l'ouvrage de 3Ionge et dans les develop- 
pements de geometrie de M. Dupin, sur le nombre des lignes de courbure 
qui passent par un ombilic. Suivant Monge, ce nombre est infini; et, en 
effet, toutes les lignes qui se croisent en an tel point, jouissent, comme on 
vient de le dire, de la propriete generale des lignes de courbure. Selon 
31. Dupin. ce nombre est limite; ce qu'on doit entendre seulement des 
lignes particulieres, dont on vient d'indiquer les directions, et qu'on peut 
regarder plus specialement comme des lignes de courbure, ä cause du rap- 
prochement plus inlime des normales consecutives dans ces directions. 
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IX. 

Maintenant, designons par m le rayon vecteur de la projection du 
poiot quelconque M sur le plan des x el y, et par 9 Tangle que ce rayon 
fait avec Taxe des x, de sorte qu'on ait 

a? = «cos#, y = «sin#. 

On conclut delä 

dz 

^ = />cos# + ?sin0, 
|i = qu cos 9 —pu sin fr, 

et reciproquement 

ös Ä 15».,. 

En differentiant successivement cette valeur de p par rapport ä u et ä &, 
on aura de meme 

rcos*+*sin* = §£co S *-4 -^sintf+± J£sin#, 

«cos^-r M 8in^ = ^cos^-l|^ S in < 9--| ; 5 sin^-l^cos^ 
d'oü Ton tire 

3'* ,- 2 3** - . . t öS . iA , 1 3« . , A 2 3*.„ 

r = -5-r cob" A ö— sin # cos # H ; t-^-, ain'&-\ 5- si n' # ^ s 5= 8,D * co » *j 

3ii u dud* u dir' u du U Ov 

3'» . . . , 1 ö's , . 1 3'* . - » 13*.. 

» = ^rBin a cos A -f — ^^(cob' & — sin'*) — ^ »in* cob# — — — Bin* cos* 

En operant de memo sur la valeur de q, on retrouvera cette valeur 
de *, et celle de t, savoir 

, 3'« .... 2 3'« . - - . 1 3 1 * 1 3* 23*.. _ 

I = -5-rSin* A H 8in*COBiy-j j 3-5-, COS* &-\ -5- COS * : ^BlU^COS 

du u dud& ' * dir u du u dir 

laquelle se dcduit aussi de la valeur de r, en y augroentant 0 d'un angle droit. 

Lore donc que Ton voudra employer les coordonnees polaires dans 
{es formules relatives ä la courbure des surfaces, il suffira d'y substituer 
ces expressious de p, q, r, «, /, et de meltre mcos# et «sintf ä la place 
de x et y dans l'equation de la surface donnee, qui fera connoilre ensuite 
la valeur de 3 en fonction de u et &. 
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Si l'on transporte l'arigine des coordonnees au point M, et que l'on 
prenne le plan tangent on ce point pour oelui des xety, ü faudra faire «=0 
apres les dlfferentiations relatives i u , ce gui fem eranouir * et Pour 
un point tres-roisin de M t la valeur de * tiree de l'equation de la sur- 
face, pourra s'exprimer en une serie convergente, ordonnee suivont les 
puiasances de u , et qoe je representerai par 

(o.) m = <pV-r-<p"tt«-fetc; 
<Pj <P'> <P" etc., etant des fonetions de 9. Relativement au point M f on 
aura p = 0 et ? = 0; et les valeur» preceVlentes de r, s, t, ne dopendront 
que de <p et deviendrout 

Ir = 2<p + ^sin»$-2 JgsinScos*, 
• = ||(cos-a-sin^)-§^ 8 ina cosS, 
* = 2 <p -f- f^cos f $ -f- 2||ain $ cosS. 

De plus, II faudra faire 

cos e = cos 3, cosßscsinS, 
dans la formule (6.); d'ou il reVultera 

< C > § = 2^' 

pour le rayon de courbure de la section normale qui repond a l'angle 9. 
Or il peut armer deux cas tres differents que nous allons sueoessivement 
ex aminer. 

X. 

Dans le cas general, l'equation de la surface etant donnee en co- 
ordonnees rectangulaires .r, y, z> la valeur de x qu'on en dlduit peut se 
developper, pour un point tres voisin de leur origine, en une seYie ordon* 
nee suivant les puissances de x et ys et si cette origine est un point de 
la surface, et que le plan des x et y soit tangent en ce point, la serie 
commencera par des termes de seconde dimension, de Sorte que l'on aura 

x = fx* 4- gxy + hy 1 + etc.; 
/, ff, h, eto. e"tant des coefficiens constants. En mettant dans cette serie, 
au lieu de x et y, leurs valeurs u cos 3 et «sin 3, eile sera ordonnee sui- 
vant les puissances de u, comroe la prec&lente; et en les comparant l'une 
k Pautre, on en conclura 

(d.) <p ma fco**$ -f g- sinS oosS -f h sin*$. 

Crdle'i Jowthü «L M. Bd. VUI. Hft. 3. 38 
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On aura dono 

± ^/cos^ + tfaipacoeS + ÄBhYS, 

ou, ce qui est la memo chose, 

j = + C/"-*) cos2$-f-*sin2d. 

Je designe par a un angle constant; je £ais 3 = a + ">, et je d&ermine a 
en ("galant ä zero le ooefficient de sin2«>i il en resulte 

(h — f) sm2a -f- g cos2a =0, 
1 =/+A-H(/— Ä)coa2«+*sin2a]cos2«;,- 

d'ou l'on tire f ^ 

^ a - y^cF+fT^' 00820 == vV +</-*)*)' 

et, par consequent, 

± = /+ A + /■(*•»+ (/-*)«) cos2i*, 

tfest ä dire 

( <•.) j = *W w + H sin* «/, 
en faisant, pour abrcger, 

On oonchit de la que, dans le caa que dous examinons, le» courburee des 
sections normales sont ausceptibles d'un seid maxi m um et d un seul mi- 
nimum, qui repondent ü w nul et w egal a un angle droit, et ont pour 
mesure F et H. Leur direction, dans le plan tangent, est determmee 
par Pangle c, et la courbure d'une autre section quelconque a'en d^duit 
par la fbrmule (tf.) qui coincide avec oelle du No. 5. 

Dans ce memo cas, les valeura de r, *, t, seront independantes de 
Pangle S et sc reduiront a 

r = 2f, s — Sl t=2h, 
en Tftrtu des formules (5.) et (<£). Mais si la surface que Pon considdre, 
est donnee directement par une e*quation en z, u, 3, et que Ton ex- 
prime la valeur de z qui s en d&luit, aa moren de la formule (a.), il 
pourra arriver que Texpression de <p seit dnTcrente de la formule (<*.)• 
Cette quantit^ sera seulement assujetüe 4 la condition de no pas changer, 
lorsqu'oti augmente Pangle £ de quatre an gl es droits, et, coosequemment, 
eile pourra Stre une fonetion quelconque de cosinus et sinus de $ et de 
tes multiples. Or, quand eile düTerera de la formule (d.), les valeurs de 
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r, s, t, relatives a Porigine des coordonnees, et dcduit es des formule* (6.), 
dopend ront de Pangle c. ä. d . , de la dlrection de la section normale que 
Pon considöre; et, dans ce ca* singulier, le rayon de courbure />, dornte* 
par la formule (c), sera susceptiUe cPun ou plusieure maxima et d'un 
pareil nombre de minima , qui ne repondront plus a de« sections rectan- 
gulaires. Les Ugnes de courbure aeront en pareil nombre; et il est facile 
de prouver qa*elles repondront toujoors aux courbures maxima ou minima. 

En effet, Pequation (14.), qui exprime la nature de ce« lignes, est, 
comme on l'a de"ja cht, äquivalente A Peqoation (11.), laquelle se rednit 
ä Pequation (12.), lorsque le plan des x et y est tangent a la surface; 
or, en faisant u = 0, apres avoir diflerentie les valeurs de x et y, on a 

d x z= cobS d u, 8y — sinSdvs 
ce qui change Pequation (12.) en Celle -ci: 

*rin l £ + (r— *)im«&coa$— scoa*$ = 0; 
et en y substituant les formnies (4.) a la place de r, s, f, die se r&luit a 

= 0: 

d'ou il resulte que les directions des lignes de courbure coincident avec 
les maxima ou minima de la fonction <p, ou, d'apres Pequation (ff ), avec 
les plus grandes ou les moindres courbures des sections normales. 



Pour donner un exemple du cas singulier que nou* 
signaler, soit n un nombre entier et poahif, et prenona 

pour Pequation de la surface, en coordonnees polaires. Si Pon designe par 
i un des nombre* 1, 2, 3 .... 2/7, et par v le rapport de la circonfe- 
rence au diametre, les directions des lignes de courbure paasant par le 
point M, origine des coordonnees, «eront determine«, d'apres ce qui pre- 
cede , par la formule 



n 



ensorte que deux bgnes consecutive* se couperont sous un angle egal a — 

Deux de ce* lignes de courbure qui feront entre elles un angle <5gal 
a *, seront donc le prolongement l'une de Pautre; si n est pair, ellcs ne 
formeront qu'une seule ligne; si n est impair, on les regardera comme 
deux lignes distinctes, dans lesquelles les normales ä la surface renoon- 

38 • 
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treront, de deux cötes difKrents, la normale au point M quo l'on consi- 
dere ; et, en ayant egard aux signes de la courbure, eile sera un maximum 
pour l'une de ces lignea et un minimum pour l autre. De cette maniere 
le nombre des minima sera egal a celui des maxima, et Jes lignes de 
courbure qui aboutissent au point M, seront en nombre pair, egal a n 
oq i 2/1, selon que n sera pair ou impair. 

Dans le cas de n = 1, l'equation de la surface en coordonnees roc- 
tangulaires sera 

* = yV(x*+y*); 
les valeurs de r, s f t, qui repondent & x — 0 et y ~Q se presenteront 
sous la forme %: elles dependront du rapport qu*on dtablira entre x et y 
avant que ces deux variables rfevanouissentj et Ü en sera de meine, dans 

xn. 

II nous reste a faire voir, pour completer cette theorie, que lors 
meme que Jes courbure« des seetions normales ne sont plus lides entre 
elles par la fbrmule (*.), et qu elle« peuvent, au contraire, se succeder d'une 
maniere qucloonque, Celles des seetions obliques s'en deduisent neanmoins 
par la meine regle que dans le cas geWral. 

Pour cela, je fais tourncr les axes des x et y t «Fun angle a dans 
le plan tangent en M t de sorte que Tun de ces axes vienne coincider 
avec la tangente MD a la section normale que Ton considere, et lautre, 
avec la perpendiculaire a cette tangente. En designant par x' et y', les 
coordonnees relatives aux nouveaux axes, et supposant que MD soit celui 
des x\ on aura 

x 1 = x cos x -f- y *in 

y' = .t sina — /cos«. 
Je fais tourner les axes des y' et z, d un angle r, dans le plan perpen- 
diculaire a MD; les nouveües coordonnees <5 taut designees par x' et v, , 

%' = scosc + y'sine, 
y x = 2 sin* — y'cose. 
En eliminant y' entre ces quatre equations, il vient 

x = x 1 oosa— y, sin «cos* + x' sina sine, 
y = x'sina-f- r.cosacos«— «'cusa ^ru, 
z = y t sine -f- c 08 *» 
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Au moyen de ces raleurs de x, y, z, et des form ul es 

u cos3 = x, usind = y, u*t=x* + y*, 
les quantitea «, sin$, cos$, qui entrent dans l'equation (a.), pourront sex- 
primer en fonctions de x', y t , et eile devicndra l'&juation de la aur- 
face rapportee aux nouveaux axes de ces coordunne'es rectaugulaires. En 
faisant y\ = 0, on aura Fequation de la section oblique, taogente a MD, 
et dont Ie plan, passant par carte droite, est mcb'ne sur le plan tangent, 
d'un angle e*gal au complement der. Pour cettevaleury a ==0, nousaurons 
u OOsd BS t.' cos cc 4* z' sin a siiifj 
u sin 3 = x' sin <x — z' cos « sin r, 
z'cose = u*q> -f- + u 4 p"+ etc.; 

d'ou l oa däduira 

V cos* = yx" + y'x" + y"x" + etc. ; 
y, y" etc. etant des coefficiens constants, dont le premier sera inde- 
pendant de e, et representera ce que <f> devient, quand on y met « au 
lieu de &, Or, si l'on appelle ^ le rayon de courbure de cette section 
oblique correspondant au point M, on aura, d'apres la formule relative 
aux courbes planes, 

('+&)' 

uu l'on fera x' = 0 apres les dhTerentiations; on aura donc 
I cos* 

?t = -27; 

et si l'on appelle ° le rayon de courbure de la section normale passant 
par la meine tangente MD, ou ce quo devient f, quand on fait £ = 0, 
il en resultera 

et, par consequent 

f. = ?C08f, 

pour une valeur quelconque de «; ce qui coincide avec l'equation (1.) du 
No. 3., comme il a'agissoit de le demontrer. 
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21. 

Uber die Function 

* n <p + Asin2(p + ^sin3<p+ etc. 
(Von Hrn. TR. CZauwn zu München.) 



E-.ei 

/«9 =* 8fo? + l 1 tfn2<p + l«o3<p + ...., 

so wird 

ö/(<p) = (co 8 <p + ^cos2(|) + fco339+...Oa<p = ~aog2«n* < P) a ^ 
es ist folglich 

/(<P) = — <plog2— /logrinf <p.3^. 

Barch die von Euler „Einl. in d. An alysis de» Unendlichen, I. Bd. 
p. 212." gegebene Entwickelung von log sin 4 <p findet man, wenn man 
<p = fcrr setzt: 

/0<*> = -'[2Iog(|±p + Mlog(2+M)(2~M)f*] • 
+ 10,18367 51416 47425 7783 fi 
+ 16884 33438 71681 3992/* s 



+ 161 64129 14041 6710/** 
-f 4 05393 12590 1026 m 7 

+ 13899 08016 2251 / 

+ 554 78514 1157 ^ M 

+ 24 19820 8008 ^ 

+ 1 11849 3601 ii u 

+ 5386 6481 

-f- 267 5281 ^» 

+ 13 6101 

-h 7059 M a 

+ 372 ti M 

4- 20ti" 

+ lfi». 
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i,t <p) = lo g 2co8 4<?><?<p, welche« mitdenEuIerschen Coef- 

ficienten folgende Reihe gtebt: 

— 4,10559 92168 75984 346 ^ 

— 24473 06438 15894 761 /*» 

— 461 12396 25688 857/** 

— 21 64821 59255 484/ 

— 1 35419 24607 264 ** 9 

— 9734 00380 887 **" 

— 759 56000 699**" 

— 62 60461 695/*'* 

— 5 36777 080/*" 

— 47425 879 **" 

— 4290 633 u M 

— 395 701 fi 7 * 

— 37 078*** 

— 3 521t** 

— 338 /*» 

— 33** M 

— 3/* M 

Mit diesen Reihen habe ich die numerischen Werthe der Function für 
alle Grade mit 16 Decimalen genau berechnet; mit der ersten Reihe von 

0 bis y, und mit der zweiten die übrige Hälfte. Die Eigenschaft, dals 
gab dann eine völlig sichere Controlle der Rechnung. 
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s 
« 

7 
S 
9 



II 
11 
1» 
I« 
II 

16 
IV 

u 
I« 



11 
n 
u 



ii 
n 
» 

33 

36 

37 
38 



«1 

n 
«* 



St Clausen, ü*er du Function sin 9 jr *"» 2 9) efc. 

Tabula functionis 
= 8ln(p + ^ «n2 <p + ^ «in3<p + 1 rfn4<p + etc. 



0 z <p % 

s^f 

1° 0,«W10 836*7 6S3816 «*° 0,08613 68055 012737 



15202 lS'.M 86M17 
«660 3J346 070614 
23*6» S849B SM« 



3410) MW 22«*« 
37*H 48298 Mffll 
414*5 84SW 983392 
44168 82446 13M46 



50601 MW? ■17*706 
53698 6 17TJ 587339 
S6360 U0876 1334*7 
MW J8744 640390 



6157« 06V» »6719 
65757 0713» 467311 
07834 lf**t 110970 
64614 97718 517743 



73508 03707 496140 
75239 17467 »27012 
76871 97W0 636796 
7843» 79706 739138 



61363 459*0 743C17 
83774 94162 749459 
tHOfri 9*7« 04365S 
837» 8931» 17447S 



87369 07969 967fD0 
86633 31618 364641 
89038 43733 9150t« 
OOOOU 11163 JM1J0 



93375 51681 «OS 353 
96193 18090 301391 




96016 13431 30603} 
»9617 43573 05116Q 




471 
88 
«9 

60 

61 
52 
»3 
54 
63 

36 

67 
58 



61 
61 
■3 



66 

6» 

m 



71 
71 
73 
7« 
7* 

76 
77 
7« 
79 
80 

81 
82 
61 



00048 26117 816730 
99415 81070 437116 
99769 14835 931363 
1, 00079 06245 08S728 

00336 3!1»1 276813 
00601 63620 2468B5 
00816 71091 603773 
00999 34628 087»« 



99MH 
01372 09933 111934 
01440 67964 373351 
01480 «8103 386063 



01481 05836 6IS05G 
Olm 09772 966533 
OU77 78733 389387 



010)7 6VX78 120751 
0<*?0 72541 874170 
00692 8U646 131735 
00486 30989 281536 



1,00007 2361 i 484501 
0,9971« 48913 984148 
99443 73389 917486 
99139 41237 936051 



9*442 MIWÄ 835036 
980W 6431» 548802 
97677 «2144 63*7«2 
97386 79063 611*23 



o«!.3SC 02250 2S51GO 



123 

126 
127 



87702 42294 7S"770l 
87009 98188 881217 
86393 02688 878361 
83666 84869 951033 



84077 I 
83314 17357 874*17 
6*519 33001 338713 
817*0 34901 Sil*» 



«1° 0, 90984 10306 997430 

92 90356 67901 3*4674 

93 80714 54631 518095 
0« «9057 95071 12*000 



96 
07 
98 
99 

100 

191 

m 

10] 
104 

105 

106 
107 
108 
100 
110 

Iii 

112 
113 
11« 
11* 

110 
117 
118 
119 
130 

121 

122 



80138 I 
7931* 88430 287364 
78481 57801 077*08 
77636 20674 6*6417 



71913 I 
73033 I 
74148 05489 700471 
73250 33046 591441 
72342 71481 300127 

71423 3936* 196906 
70408 6*041 853131 
60563 38033 33*317 
68617 06745 731907 




617*8 4*617 074111 
60746 35095 957130 




90 0,01506 54941 773190 

, den 3. März 1832. 



136° 0,3131« 22083 181909 



137 
138 
13» 
140 

141 
142 
149 
14« 
143 

146 
147 
148 

140 
1*0 

1*1 
1*2 



1*6 

157 



161 



ra 

167 



170 

m 

m 

173 
17* 
17* 

176 
177 
178 
170 



50231 33348 530008 
49146 48446 117843 
480*3 7697« 811790 



44851 40737 583678 
44743 06071 666108 
43637 46061 338260 
«2*07 78*14 013279 



«03*3 707)9 260343 
39110 617J8 854693 
37011 0n*33 : 




34*99 M337 987699 
33384 3*496 0444*1 

SU* 




3871« 89173 S30470 
27*54 08863 130428 
1071033 
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fc 


log. Cef. Ar, 


D. 


3,900 


0^59 7388 6» 


4318 70 


2,901 




4314 81 


02 


6DO0O1 M 


4316 88 


03 






04 


Ol 463S 09 


4316 98 


05 


AI AQ63 r « 




2,906 


0,0» 1MB 97 


4117 07 


07 


«1 7487 03 


4317 lt 


08 


«3 19M 14 


4317 17 


09 


03 0331 33 


4317 33 


10 


64 0638 53 


4317 37 


2,911 


41,964 4*65 80 


4317 33 


12 


0« 9173 13 


4317 37 


13 


66 3490 49 


4317 43 


14 


64 7SI7 92 


4317 47 


15 


08 3135 39 


4317 S3 


2,916 


0^108 0443 Ol 


4317 »8 


17 


07 0760 4« 


43(7 01 


18 


07 M7S 11 


4317 08 


19 


07 930S 79 


4317 73 


20 


09 3713 32 


4317 78 


2,921 


0,008 8031 SO 


4317 83 


22 


OB 1349 12 


4317 88 


23 


OB 0807 00 


4317 93 


24 


70 0984 93 


4317 90 


25 


70 3303 91 


4318 03 


2,926 


0,970 9030 03 


4318 08 


27 


71 3099 01 


4318 13 


28 


71 8887 M 


4318 18 


29 


11 3478 81 


4318 33 


10 


73 0993 34 


4118 37 


2,931 


0,973 Uli 81 


4318 33 


32 


73 »30 13 


4318 37 


33 


73 9948 31 


4318 43 


34 


74 «108 93 


4118 47 


ac 

-) j 


74 MtfS 40 


4318 53 


2,936 


0,97» 30(0 93 


4318 47 


37 


71 7133 48 


4318 03 


38 


70 1441 10 


4818 67 


M 


70 3730 77 


4318 71 




77 0078 46 


4316 76 


2,941 


0,977 4397 34 


4318 81 


42 


77 8710 03 


4318 86 


43 


78 3034 91 


4318 91 


44 


78 7343 82 


4818 96 


45 


79 1073 77 


481900 


2,946 


0,979 3991 77 


4319 OS 


47 


80 0110 83 


4918 10 


48 


80 4039 93 


UM 14 


49 


80 8949 00 


4319 19 


50 


81 3308 33 
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log. Gill, i. D. 



0,967 1071 »7 


4300 30 


0,957 6440 87 


4300 3« 


" *IU 11 


41MB iQ 
4 MM 


SB A I TU VI 

stf 41« Jü 


i Ml ll 


CM 8MS 44 


iiAn f*. 

4J/W UU 


69 7911 52 








DU IpoS jj 


4jon yj 


mr\ cmj aj. 
OU WJ24 4c 


4 VW itM 


U Ujy 3 i4 


i )AU fll 

■W DJ 


Ol 4763 17 


1MA 7-7 

• JOB # / 


0,961 9130 M 


4300 73 


Ol 3*W L«J 


4308 07 


63 TMS 31 


IMil Ayl 


03 223ft 95 




83 6fln5 Sl 




0,964 0094 03 


4368 46 


f a (414 An 


4 VW* : i 


64 417 10 00 


4308 3tj 




4308 3! 


OB 0447 56 


4X#* 2(i 


0vM6 »IS 02 


4368 31 


W 7184 IU 


1JQO ltJ 


07 19 


**JQB 11 


07 WßÜ 




68 C/IH.^ X'i 


*-*<5 Ul 


0,966 4666 36 


4367 00 


68 9034 3*2 


4307 91 


1 - 1 1 * 3M>"1 1 1 


4367 86 


*iQ 1 TrtTi ff** 

nV i »OU UO 


41iV7 Hl 
*W Ol 


70 2127 89 


AMI ff. 


0,970 0495 CS 


4307 71 


16 inML*S. Wt 


4367 WS 


— \ 1 A |l (WA 

71 3231 im 


ul 


71 9698 63 


11/7 Vi 
^24>/ Ol» 


71 3966 18 




0,973 B333 OB 


4367 40 


/* «All w 


4367 41 


» 1 TvOO «W 








74 5803 77 


4307 7R 


0,973 U170 4S 


4307 11 


71 OJ97 70 


«36T 17 


7» 8004 86 


4887 13 


70 3371 08 


4867 07 


70 7079 06 


4867 00 


0,077 3000 07 


4888 97 


77 0313 03 


4308 93 


78 0730 97 


4366 66 


70 3100 OS 


4366 13 


18 9477 08 





log. 24ltg. Ar. 


D. 


9,997 STOB «2 


33 64 


9,997 37« 46 


63 43 


3807 OB 


53 33 


3880 33 


53 33 


Kl 17 4A 


St 8 4 


4><J*(^A tf 


63 01 


0,997 «>16 68 


si m 


4MB 30 


51 81 


4130 31 


U 71 


4173 03 


61 ^2 


4273 64 


tl 5f* 


9,997 477 S 14 


61 4» 


4336 54 


61 30 


4377 84 


61 19 


4479 03 


31 00 


44>öL) 11' 


61 00 


«,0V7 4531 17 


60 80 


4587 00 


SO 79 


4633 70 


SO OB 


4683 47 


60 57 


4734 U4 


SO 48 


9,907 4784 »3 


50 39 


4634 91 


60 SB 


4865 19 


SO 17 




SO OB 


AlMi<* . 1 
4WVj ♦ * 


49 99 


9.997 5Ü33 43 


41 88 


6083 31 


49 78 


3133 ort 


49 68 


«im 77 


49 68 


|V>14 l r i 
0X>t ->J 


40 49 


9,097 3303 84 


48 89 


6333 33 


49 38 


•303 U 


49 18 


'•431 W 


*y (IM 






9,997 SS29 77 


48 40 


SS78 67 


48 79 


6637 40 


48 68 


5676 14 


4P Ü0 


6734 74 


48 60 


»,(*T7 5773 34 


48 41 


S831 66 


48 80 


S069 95 


48 31 


6918 10 


4« 13 


5960 36 


48 0t 


9,907 6014 80 


«7 93 


6063 33 


47 83 


6110 06 


47 74 


0167 79 


47 04 


6706 43 




39 
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k. 


log. dof. k. 


D. 


log. Gin. k. 


D. 


log. lang. k. 


0. 


2,950 


0,981 3268 25 


«319 24 


0.97S 9473 68 


4306 78 


9,997 6204 43 


47 54 


2,951 


0 OKI 7<W7 40 


43 19 2*1 


A T' t 1444 1 46 


4366 73 


9,997 6757 93 


47 45 


52 


82 1908 78 


«319 33 


79 8207 20 


4166 69 


63O0 42 


47 34 


53 


82 6226 11 


«319 38 


80 2573 88 


«366 6« 


6347 77 


47 26 


c l 


83 UMS 49 


«319 «3 


80 6940 52 


«306 59 


6395 03 


47 16 


ce 
03 


83 4864 02 


«319 47 


81 1307 11 


«366 5« 


6442 19 


47 07 


2,956 


0,963 9184 39 




A (Ml 6671 64 


«366 49 


9/197 6489 26 


46 98 


57 


84 3*13 91 


«319 57 


82 0040 15 


4366 45 


6636 24 


46 88 


58 


94 7823 48 


«319 62 


82 4406 80 


«366 40 


6583 12 


46 7» 


59 


85 2143 09 


«319 64 


82 8773 00 


«366 35 


6629 91 


46 68 


60 


83 8462 78 


«119 73 


83 3139 33 


4366 31 


6676 59 


46 60 


2,961 


0,986 U782 46 


4319 7S 


0,983 7S0S 68 


4366 26 


9,997 6723 19 


46 50 


62 


88 5 t Ol 22 


«319 80 


84 1871 91 


4366 21 


6709 69 


46 42 


63 


88 9*22 02 


«319 BS 


84 6238 13 


«366 17 


«816 11 


40 32 


64 


87 3741 88 


«319 8» 


85 06U4 29 


4366 13 


6862 43 


*/- r> • 
#0 ZJ 


65 


87 8081 7S 


«319 9« 


86 4970 41 


4366 08 


(MX i/b 


fo 14 


2,966 


0,988 2381 89 


4319 98 


0 985 9336 49 


4366 03 


9,997 6954 80 


40 OS 


67 


88 6701 67 


4320 0) 


86 37U2 57 


4365 98 


7000 8$ 


45'» 


68 


99 1021 70 


4320 08 


86 801» 50 


4365 94 


7046 80 


4)86 




89 S341 78 


4320 12 


87 2414 44 


436S 80 


71 W2 66 




70 


89 9661 9(J 


432t» 17 


67 6600 33 


4365 85 


7138 41 


45 68 


2.971 


0,9**1 39R7 1)6 


4320 21 


0,988 HOB 17 


4365 80 


9,997 7184 11 


45 43 


72 


90 83<I2 28 


4320 26 


89 5531 97 


4365 75 


7229 09 


45 51 


73 


91 2922 53 


4320 30 


88 9897 71 


436» 71 


7275 20 


44 40 


74 


91 6942 03 


4320 3» 


89 4263 43 


4365 66 


7320 60 


♦5 31 


75 


92 1263 18 


4320 39 


89 8029 09 


4365 62 


7365 91 


45 23 


2 976 


0,992 SSR3 57 


4320 44 


n gm ynak 71 


4365 67 


9,997 7411 14 


45 13 


77 


92 9»H Ol 


4320 48 


00 7360 38 


4365 52 


7456 27 


45 0* 


78 


93 4224 49 


4320 53 


91 172S 80 


4366 48 


7501 31 


44 94 


79 


93 8545 (II 


4320 57 


«1 6091 28 


4365 43 


7546 28 


44 «6 


80 


94 2866 59 


4320 67 


02 0456 71 


4365 39 


7591 12 


44 77 


2,981 


0,994 7186 2t 


4320 66 


O 997 4W"> IO 


4365 34 


9,997 7R35 89 


44 68 


82 


95 150B87 


♦320 70 


92 9187 44 


♦365 W 


7680 57 


«4 60 


83 


95 5837 67 


4320 7* 


93 3552 74 


4366 2» 


7724 IT 


♦4 50 


SU 


96 0148 32 


432(1 79 


93 7917 99 


4365 21 


7769 67 


44 42 


ÖJ 


96 4469 11 


4370 84 


94 '.'JSS 20 


4365 17 


7814 09 


44 33 


2,986 


0,996 3789 95 


4320 88 


0 994 6648 37 


436S 12 


0.997 78S8 42 


44 24 


87 


97 3110 83 


4320 92 


95 1013 49 


41« 08 


7902 66 


44 16 


88 


97 7431 7» 


♦330 97 


94 5378 »7 


♦305 03 


7946 82 


44 08 


na 


98 1752 72 


«321 Ol 


94 9743 80 


«364 99 


799U 88 


43 98 


yo 


^ 6073 73 


♦321 (»3 


96 4108 59 


4364 95 


8034 86 


41 88 


2,991 


0,9i.O 0394 79 


«331 10 


0,996 8473 53 


4364 90 


9.997 8978 74 


43 SO 1 


92 


99 4715 89 


«323 1« 


97 2818 43 


4304 86 


8122 54 


«1 72 


93 


99 9037 09 


«321 19 


97 7203 29 


♦364 81 


8166 26 


43 62 


94 


1,000 3358 23 


♦32123 


98 1568 10 


«SM TT 


0200 88 


43 54 


9$ 


00 7679 48 


4311 28 


98 5932 87 


«364 7t 


8243 42 


4)46 


2,996 


1,001 WU0 72 


♦321 32 




«36*68 


9,997 8296 88 


43 38 


97 


01 6322 04 


♦331 30 


99 4662 28 




8340 24 


43 26 


98 


02 («43 «1 


4321 41 


99 9(06 91 


♦364 59 


8383 W 


43 19 


99 


02 4964 81 


«321 «S 


1,000 3391 50 


4364 iS 


8476 69 


«10 


3,000 


09 9286 3« 




M 7756 Ol 




9469 79 
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*. 


log. <£of. ». 


D. 


log. ©in. k. 


D. 


log. Sang. k. 


D. 


3,000 


l.uua VM 16 


4321 49 


1,000 7756 0t 


4364 61 


Q nn7 MAI Ttj 




3,001 


l/AJJ 3O07 70 


4321 51 


1,001 1110. SA 


436« 46 




41M 


02 


01 7929 29 


6321 56 


04 6465 02 


4J04 42 


8W5 73 


♦1 84 


03 


04 2240 87 




Ol 0849 44 


4364 38 




« 77 


04 


0« 6471 4« 


4321 66 


02 6113 82 




8641 M 


•7 68 


05 


«•0694 1« 


4321 TU 


02 9178 16 


«16« 29 


8684 02 


«168 






4321 74 


1,003 3942 46 


4364 24 


0,997 8726 60 


42 61 


Mi 


06 0M, *0 


«331 TO 


01 !W 71» 


4364 21 


8700 II 


4141 


08 


06 JM9 % 


6321 83 


04 2670 90 




öol I 0«. 


mYi 11 
W4 J* 


09 


06 8181 20 


4331 67 


04 7U35 07 




8853 86 


«2 26 


10 


07 2S0107 


«32191 


IIS 1199 19 


4364 OB 


8896 12 


42 16 


1 Ol t 


• Afk*i ■■ 

1,007 6824 99 


4321 96 


1,006 5761 27 


4164 04 


0,997 8938 28 


42 OB 


■I«V 


08 1146 68 


4322 00 


06 0127 30 


!™ « 


8980 36 


42 011 


13 


08 5468 04 


4322 01 


US 4401 30 




'-AJH SO 


At 4M 


14 


U8 979U97 


4322 06 


06 8855 26 


4363 91 


»04 28 


41 81 


15 


09 4113 US 


4322 11 


07 8219 16 


4363 67 


9IU6 11 


41 7« 




Ißt» 8435 16 


«322 10 


1,007 7581 01 


4363 83 


31*7 8» 


41 67 


1/ 


10 »747 3« 


«322 21 


06 19*6 86 


4166 76 


01*9 52 


41 M 


18 


10 7079 S4 


4322 24 


(* 61IU 64 


«363 76 


flau tu 


«tl ä/k 


19 


U IHM 79 


4J22 3» 


09 0674 38 


«361 70 


9272 59 


4t 41 


20 


11 S7J4 06 


4322 13 


09 5038 08 


4363 66 


Sil« 00 


41 33 


i f ii i 

.1,0 Jl 


41 Min n«.» 

lflll 0OM 41 


41?2 37 


i,no9 9401 7« 


4363 61 


9,967 9355 13 


4J 25 


Z2 


11 4168 78 


4322 41 


10 S76S 36 


4163 58 


9396 68 


«1 17 


23 


12 8091 16 


4322 41 


10 8128 94 


4163 64 


9437 73 


«1 IM 


24 


M 3013 64 


431« «9 


11 2492 47 


«163 SO 


9476 83 
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4349 18 
4349 17 


9,908 371» 46 
3732 00 
3744 53 
37J7 10 
S7f» 51 


17 54 
IT 53 
12 50 
17 48 
12 44 


8,621 

22 
23 
24 
25 


1,771 8611 14 
77 3947 88 
73 7784 63 
73 1631 411 
73 WW 17 


4336 74 
4336 75 
•»IX- Tli 
4336 78 
4136 79 


1,271 7303 |0 

71 6742 26 

72 H01 41 
77 54411 55 

77 9789 67 


4349 16 
4349 14 
4349 14 
4349 12 
4349 II 


9,909 3781 96 
3794 38 
38)15 78 
3819 15 
3831 SO 


IT 42 
12 411 
12 37 
17 35 
IT 13 


8,626 
27 
28 
29 
30 


1,774 1094 96 
74 4631 76 

74 8906 57 

75 331» 30 
75 7647 73 


4336 8U 
4336 81 
4336 82 
4336 84 
4336 85 


1,273 4138 78 

73 8487 88 

74 2836 97 

74 7186 04 

75 1535 II 


4349 K> 
4349 00 
4349 07 
4349 07 
4340 04 


9,999 384J 87 
3866 12 
3868 40 
3881166 
3802 88 


IT 30 

11 28 

12 75 
12 23 
12 TU 


3,681 
82 
83 
84 
85 


1,376 1979 (U 

76 6315 9* 

77 1*53 81 
77 49t« 69 
77 9376 59 


4336 86 
4336 87 
4336 «8 
4336 'J( 
4336 91 


1,275 5884 Hi 
76 1033 TO 
7Ü 4587 22 

76 8931 24 

77 3780 24 


4349 04 
«349 UI 
4349 1/2 
4340 III 
4348 90 


9,990 39115 08 
3017 26 
3909 42 
3941 55 
S9SJ il-, 


IT 18 
12 16 
17 13 
12 lo 
12 <* 


3,686 
87 
88 
39 
40 


1,278 3663 Ol 
7B «II) 43 

79 7337 3S 
79 6674 79 

au lou 35 


4330 »3 
4336 93 
4336 94 
4336 95 
4336 97 


1,277 7029 23 
78 1978 20 

78 6327 17 

79 0676 13 
79 5035 U6 


4348 98 
4348 97 
4348 95 
4348 04 
4348 99 


9,999 3965 73 
3977 78 
398!) 83 
4UI1 83 
4013 81 


12 16 
IT 1)4 
12 Ol 
11 98 
II 96 


3,641 
42 
43 
44 
45 


1,7«) 5348 73 
Hl 96D& 20 

81 4012 19 
■ 83(8 19 

82 2696 21 


4336 98 

4336 99 

4337 III 
4337 115 
4337 10 


1,779 9373 09 

80 3772 911 
MI 8071 80 

81 2420 70 
81 6760 58 


4348 92 
4348 0» 

4348 m 
4348 87 


9,999 41 05 77 
«87 70 

«MB M 

41»1 SO 
4073 37 


II 93 
II Ol 
II »I 
II 87 

II 84 


Mg 

48 
49 

50 


1,3» 7.133 24 
83 1J70 78 

83 S7U7 33 

84 11*44 39 
84 4381 47 


4337 M 
4337 116 
4337 1« 
4337 08 

• 


1,182 1118 44 

82 4467 30 

83 9816 15 
83 4164 98 
83 8513 81 


4348 86 

4348 83 
43+8 82 


9,909 «85 21 
«87 in 
411« 83 
4I2U40 
4137 34 


II 81 
II 80 
II 77 
II 75 
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k. 

3,650 

3,651 
52 
53 
54 
65 

3,656 
57 
68 
59 
60 

3,661 
62 
63 
64 
65 

3,666 
67 



70 

8,671 
72 
73 
74 
75 

3,676 
77 
78 
79 
80 

8,681 
82 
83 
84 
85 

3,686 
87 
88 
89 
90 

8,691 
92 
93 
94 
95 

3,696 
97 
98 
99 

8,700 



log. ßef. *. D. 



1,194 8718 56 

85 SOSS 06 

86 7391 77 
86 1739 89 



1,187 (MI 14 17 

87 «741 33 
«7 9078 49 

88 3416 67 



i.wn Tum in 

m 6477 38 
»l U764 31 
flu 5I»I 74 



1,191 3776 15 
91 811} »1 
»1 14SO SU 
9; 6788 III 
9J Uli 40 

1,793 5461 77 



94 4IJ7 38 
»4 8474 7> 
93 1817 I* 

1,794 7149 47 



96 «814 73 

97 11161 66 

97 4490 117 

1,797 88J6 Sil 

98 3173 94 

98 7611 39 
B!l 1848 86 

99 6186 37 

1,31X1 0573 81 
UU 4861 » 
Uli 9198 8il 
Ul 3636 37 
Ul 7873 86 

1,3113 »II 38 
Ol 0648 93 

03 1*86 49 
Ol S3J4 06 
113 9261 64 

1,304 »99 33 

04 8336 83 
><& 3674 44 
06 6917 07 
06 1749 70 



4337 10 
«137 II 
4337 17 
4337 13 
«337 15 

«337 16 
«337 17 
«337 18 
«337 19 
«337 Kl 

4317 11 
4317 13 
«137 1« 
«137 15 



4337 17 
♦337 18 
4137 19 



«337 31 

«137 33 
4337 34 
43)7 34 



«337 37 

4337 30 
4337 40 
4337 41 
«137 «1 
43J7 41 

4337 44 
«337 46 
4337 «6 
4117 47 
«337 48 

«337 49 
4337 60 
4337 67 
4337 63 
41)7 64 

«337 66 
«337 66 
«337 67 
«337 68 
«337 .'9 

«337 60 
«317 61 
«33J 61 
«1)7 61 



log. Sin. k. 

1.783 8613 81 

1.784 7861 61 

84 7711 41 
86 1660 70 

85 6ft« 98 

86 0157 7« 

1,786 46(16 SO 

86 8965 14 

87 33(13 97 
87 7657 69 



1,188 63611 IN 
89 1(98 77 
99 »*1 44 
89 9)96 III 
9) 3744 75 

«3 V) 
91 3441 Ol 
91 67911 A3 
91 1139 14 
91 4487 83 

136 41 

93 4184 98 
9) 8633 54 

94 3881 I« 
94 7130 6! 

1,196 1470 14 
96 6977 68 
96 (1376 16 
96 «674 66 

96 8973 11 

1,797 3371 69 

97 7670 05 

98 1018 5*1 

98 6366 93 

99 0716 36 

1,795 6U63 77 
99 0411 18 
1,300 3760 67 

00 8108 96 

01 1457 31 

l , 3' 1 1 0803 DR 

in 115« in 
oi um 37 

Ol 986(1 09 
(3 «190 Ol 



D. 



4)48 811 
4148 79 
4148 78 
4148 77 

I 7» 



4148 74 

4148 71 
4348 71 

I 71 



4348 68 
4348 67 
4348 66 



4348 64 



16 
67 



4348 66 
4148 »4 

I 61 



4348 49 
4148 48 
4348 47 

«348 46 
4348 45 
4348 44 
4148 41 
4148 41 

4148 «0 
«1«8 39 
«348 38 
«148 37 
4348 36 

4148 35 
4148 34 
«34« 31 
«348 31 
4348 31 



(Die 



1,303 8647 31 
04 1896 61 
0*714189 
(16 1697 16 
I 43 

folgt) 



4148 19 
4348 78 
4148 77 



log. £ang. k. 

9,999 «137 J« 

0,999 41«« ifi 

4166 76 

4167 43 
4179 118 
4I9U 71 

9,999 4*/l 31 
4113 91 
4115 «8 
4117 113 
4348 64 

III 



4371 



4** 76 
9,999 4317 14 



4)61 14 
♦361 «3 

9,999 «171 69 
«384 04 
439S 10 
«♦(17 36 
«418 H 

9,999 4479 67 
♦440 80 
♦461 91 
4463 99 
4474 05 

9,999 4486 (19 
•490 II 
45(17 II 
4618 08 
4579 Ul 

9,909 4639 9» 
466(1 88 
4661 77 
4677 63 
4683 47 

9,999 «694 XI 
«6(16 10 
«615 88 
«676 61 
«617 17 

9,099 4648 I» 
4660 45 



D. 

II 77 

II 70 
II 67 
II 66 
II 63 

ii ei 

II 69 
11 57 
II 64 
II 51 
II «8 

II 47 
II 44 

II 41 
11 4U 
II 38 

II 36 
II 11 
II II 
II 79 
11 76 

II 75 
11 71 
1t I» 
11 17 
11 16 

II II 
II II 
II I« 
II 06 
II 114 

11 III 

II UU 
10 97 
10 96 

tu 93 

III 91 
10 89 
10 88 
IU 8« 
60 83 

10 80 
10 78 
10 76 
10 7« 
10 71 

IU TO 
III 67 
10 66 
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23. 

Auflösung der AufgaLe im 2ten Bande dieses Journals 

S. 99. No. 14 

(Vom Herrn Fr of. W. A. Forttemann zn Dan zig.) 
Aufgabe. Aus der Gleichung 

/"(«.+*) + ^(*.+*) + v>,+*) + /c«4+^) + + /-(<!,+*) = o, 

wo o,, a,.... c 6 von einander verschiedene gegebene Grö- 
fsen sind, x zu finden. 

Hat man eine Methode, Gleichungen von der Form 

wo X,, AT, .... rationale Functionen von x (odor seihst von mehreren 
Unbekannten) sind, rational zu machen, so kann man die obige Aufgabe 
als gelüset betrachten. Längst war ich im Besitz einer solchen Methode, 
glaubte aber nicht, dieselbe für neu halten zu dürfen. Die Auflösung, 
welche im vorhergehenden Hefte dieses Journals von obiger Aufgabe ge- 
geben ist, veranlagt mich, hier meine Methode mitzutheilen. 

1. Es sei zunächst die Gleichung 

JX^fX, = 0 

rational zu machen. In so fern jede Quadratwurzel zwei einander ent- 
gegengesetzte Warthe hat, kann man in dieser Gleichung die beiden 

fX t + fX,=*0 und v"*. — v"A". = () 
begriffen denken, mit welchen die beiden 

— fX t — >TX. = 0 und — /VX,+/X,s=0 
beziehungsweise zusammenfallen würden. Die Aufgabe, die Gleichung 
fXy -J- y^A", as 0 zu Iüsen, ist also in der allgemeineren Aufgabe begriffen, 
die Gleichung (/ , X,+/ , X i ).(/ , X,— /XJ = U 
aufzulösen. Diese nimmt aber, wegen der Formel (c-j-A)(o— b)= o a — b\ 
die Gestalt an A', — X t = 0, 

und dieses ist die gesuchte rationale Gleichung. Die gewöhnliche Methode 
führt auf dieselbe, mau mag /J*+ i^A', = 0, oder A\ — ^ A\ = 0 
zu Grunde legen. 

2. Auf gleiche M eise wird die Gleichung 

fX^+Xt+fX, = 0 
rational, wenn man statt derselben setzt: 

CreUe. Jonrnal d. M. K. VTO. Uft. 3 41 
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(/■X, + /-X, + /AT,) . (/X, + fX % - fX 3 ) . (/"X, - „TA', + A'J 
XC^-ZA.-^A,) =0. 
So kommt die Aufgabi-, diese Gleichung rational zu machen, auf die Bil- 
dung des Producta der vier Factoren 

« + A + e, « + c, a — ä + c, a — b — c 
zurück ; und dab die-GIeicbung wirklich hicilurck rational gemacht werden 
kann, hängt mit von dem Umstände ab, <Jafs das Product dieser vier Fac- 
toren nur gerade Potenzen der Buchstaben o, b, c enthält. Dies Product 
ist nämlich a ♦_f_5♦.^_ c ♦__2a , A , — 2oV— 2 b M c\ 

Die gesuchte rationale Gleichung ist daher 

XI + XI + XI — 2X t X t — 2X t X s — 2A.A, =s 0, 
wie man auch nach gewöhnlicher Methode findet. 

Wendet man dies Resultat z. B. auf die Gleichung 

/•* + vr(t+*) + /-(3+*) = o 

an, so ergiebt sich die rationale Gleichung 3x*+8jc— 4 = 0, woher 

r = !.(— 2+ ^7) oder x = $ .(— 2— /7). 
Diese beiden Werthe sind beziehungsweise die Auflösungen der Gleichungen 
f(3+x)=0 und »Tx— /"(3+x)=0; die beiden 
Gleichungen /jc-f|T(l-f.*)+^(3-f-jr)=0 und />— /"(l+*)+/'(3+*)=0 
sind dagegen unauflösbar. 

3. Man kann sich folgendermaben, ohne die Multiplication auszu- 
führen, überzeugen, dab das Product der vier Factoren 

a + b + c, a-\-b — c t a — b+c, a — b — c 
nur gerade Potenzen von a t b, c enthalten kann, so wie auch, dab es 
symmetrisch für a, b, c sein mub. 

1) Verwandelt man b in — A, so gehet der erst." Factor in den drit- 
ten, der zweite in den vierten über, und umgekehrt der dritte in den er- 
sten, der vierte in den zweiten. Es hat also das Product denselben Werth, 
man lege dem b einen gewissen Zablenwerth, oder den entgegengesetzten 
bei. Ähnliches findet sich für c, und endlich selbst für <*; denn verwandelt 
man a in — o, so wird der erste Factor zum Gegeuthcil des vierten, und 
ungekehrt aus dem vierten das Gegen t heil des ersten; ferner wird der 
zweite zum Gegentheil des dritten, und umgekehrt. Aus dieser Eigenschaft 
des Products und daraus, dab mir gerade Potenzen bei Veränderung der 
Basis ins Gegentheil ihren Werth nicht andern, läbt sich beweisen, jenes 
Product könne nur gerade Potenzen von a t b und c enthalten. 
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2) Auf gleiche Weise überzeugt' man sieb, weder dio Vcrtauschun« 
von a mit eiuem der Buchstaben b und c, noch die Vertauschimg dieser 
letzteren unter einander könne das Product ändern, dasselbe müsse also 
für c, b % c symmetrisch sein. 

4. Allgemein kommt das Ratio ualmachen einer Gleichung von der 
Form /"je, + fX. + / X 3 . . . . = 0, 

sie habe links so viel Glieder als sie wolle, auf die Bildung des Products 
aller der Factoren zurück , die in der Form a + b ±c ... . enthalten sind, 
wenn nämlich die Anzahl der Buchstaben a, b .... der Anzahl von Glie- 
dern in jener Gleichung gleich geuommen wird. Von diesem Producte 
kann jedesmal bewiesen werden, es müsse für alle Buchstaben symmetrisch 
sein (nur das Product der Binome ß-f-4 und a — b bildet hievon eine Aus- 
nahme), und könne dieselben nur in geraden Potenzen enthalten. Aus dieser 
letzteren Eigenschaft ergiebt sieb, dafs wirklich, wenn man in dem Producte 
statt a, b f .... nach der Reihe setzt ifX lt /"A",, . die Quadratwurzeln' 
wegfallen. Ferner erhellt, wenn die Zahl der Wurzeln in der Gleichung, und 
also auch dio Zahl der Buchstaben in dem Polynome a±b±.... =/i ist, 
so müsse das Product vom 2*-'ten Grade in Bezug auf a, b .... sein. 

5. Wenden wir dies Jetzt auf eine Gleichung von der Gestalt 

/(". + *) + ✓"(«. + *) + + .... = 0 

an, und bezeichnen die Anzahl der links stehenden Glieder mit n, so wird 

das nach 4. zu bildende Hülfsproduct in Bezug auf a, b vom 2"~'ten 

Grade sein, und folglich, wenn man statt o, b .... setzt v^(«»+x), 
V(a t -\-x), .... eine Gleichung vom 2"~*ten Grade entstehen. 

So muls sich also für dio Gleichung, welche zu diesem Aufsatze 
Veranlassung gegeben, da sie 6 Wurzeln enthält, ab Endresultat eine ra- 
tionale Gleichung vom löten Grade finden; oder also Tür die 32 Gleichun- 
gen, welche in der Form 

/X«»+*)± /X«.+*)± /X«»+*)± ± ✓"(«»+*) ± /X«6+*) = 0 

begriffen sind, muls x sechszehu Werthe haben. Hieraus kauu man schlie- 
ft pn, dafs im Allgemeinen 16 von jenen Gleichungen auflösbar, 16 andre 
unauflösbar sein werden. 

Nach S. 140. des vorhergehenden Heftes soll die rationale Endgleichung 
nicht vom 16ten, sondern vom 22sten Grade sein. Das Riithsel dieses Wi- 
derspruchs zu lösen, möchte eine nicht uninteressante Aufgabe bilden. 
Daozig, den 5. März 1832. 
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24. 

A u f g a b e n. 

seien a, c das eine, b und d das andre Paar gegenüberliegender 
Seiten, und p, y die Diagonalen eines Tierecks, welches 
eingeschrieben ist, so ist nach dem Ptolemiiischen Satze 

py = a c -f- b d . 

Man soll nun zeigen, dafs umgekehrt, wenn für jene sechs Linien eiues 
Vierecks diese Gleichung Statt findet, um dasselbe ein Kreis beschrieben 
werden kann. Förstcmaun zu Danzig. 

2. In einen hohlen, unten verschlossenen Cy linder, dessen Halb- 
messer — r', sei ein massiver Cylinder von dem Halbmesser r bis zur 
Höhe a versenkt ; beider Axen sollen zusammenfallen. Der massive Cy- 
linder drücke mit der Kraft M auf ein in dem hohlen befindliches Flui« 
dum. Welche Relation mufa zwischen M, a und (r' — r) statt haben, da- 
mit die CapUlar-Attraction dem Hindurchpressen und Ausströmen der Flüs- 
sigkeit zwischen den cylindrisoheu Wänden widersteht? 

Data zu einem Beispiele. Das Fhüdtun sei Öl, beide Cylin- 
der von polirtem Stahl, 0 = 24'", r'=4'" Pur.- Linien, M = 70 Pfund, 
und die Beobachtung habo gelehrt, dafs zwischen 2 parallelen polirten 
Stahl -Ebenen, deren Abstand = 0'".25 ist, das Öl sich 11"'. 5 über das 
Niveau erhebt. v. Steinheil zu München. 

Druckfehler im sechsten Bande. 
S. 159. Z. 4. V Manfa der Krümmung. 
, — 2. v. u. »t. seine 1. eine. 

— — isl in der mit A) bezeichneten Gleichung auf der linken Seit« des Gleich- 

heitszeichen» der Nenner: dx V^(l+ p 1 + g ») hinzuzufügen. 

Im siebenten Bande. 
_ 140. Z. 14. st / et A I. / et D. 

— 141. In dem Kettenhruche für V97 it. 2 — I. 2+^- , 

o — etc. o — etc. 

— 217. Z. 6. o. 1. a a cosx* »t. a'cosx». 

_ 218. — 8. v. o. 1. (—|6csinx + iac»inCx+/)) st. (— Jfccsin/ + i acsia(x+ r ). 

— — — 10. t. o. 1. frainxsin^ st. biiaatiny. 

— 219. — 3. y. o. 1. + r sin * + tt. rsin^ — <f\ 



— 221. — 6. t. o. I. -t tt. — — 7 . 

_ _ _ 8. t. o. 1. lr — (r-2)] st. [r— (r — 2). 

- 222. — 6. t. u. 1. — „ st. 



(x — w)' (x — v)* 

- .23. -14. r. o. 1 ^— st. Q{jc _ fir . 

~- — — 17. T. O. L niedrigere st niedrigem. 
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25. 

De transformatione integralis duplicis indefiniti 

BQdyp 



^+fico8$+Cain<p+(^'+^coa<p +C v ain<p)oo8v//+ (A"+B"coe<p +C"rin<p)siu^ 

in formam simpliciorem ß^^it^^ . 



(Cont. akaert 19. Um. VI II. 
(Auct C. G. J. Jacobi, prot 



) 



Problema IL 
,,Pr oponitur, integrale duplex indefinitum 

A+B cos <p +Csin 9.+ (A'+ jB'cos 9 +C sin 9?) cos V + M"+B"cos 9 + C'sio 9) sin 9 
per substitutiones: 



cos© = fi-P—v-fl"™* 

V 0 — 0' cos 17— «"sin 17 
y — /* cost? — y"sin9 
o — a' cos 17 — a"tiatj 
transformare in hoc simplicius 



bin ? 



. _^ a'— &'cos»> — e'sini^ 

~~" a — b cos& — c sin# 

. . a"—b"to» & — c"sin & 

SHUf/ = r 5 

O — 6 COS # 



dyd& „ 

cos 17 cos 



16. 



In formulis paragraphi 10. iu 


locum >\ 






m ß y 


0 a' 


ll" 




*' ß' y 


b b' 


b" 




«" ß" y" 


c c' 


c" 




ponamus respectiye: 








a — iß — iy 


0 - 


-ia' • 


-ia" 


ia' ß' 7 ' 


ib 


b' 


b" 


ix" ß" y" 


ic 


c' 


c" 


designante I quautitatem imagiQarian 


./-Ii 




formula 


sequens: 








43) xct —ßß — yy= 1 


aa — 


a'a' — 


a"a" ' = 


x'x' —ß'ß' —y'y' = — 1 


bb — 


b'b'-* 


b"b" = 


x"x"— ß"ß"— y"y" = — 1 


Ce- 


c'c' — 


c"c" = 


CraUcs Jwinul d. M. Bd. viu. nrt. 4. 






42 



l 
1 



Digitized by Google 



322 25. C G. J. Jacobi, de transformationt inttgraUs duplicis ete. 



et' et' — ß ß — 7 7 — ° 




0 


a."tt — ß"ß Vv » 0 

» » P p / / — ** 


ca c'a'—c"a"=. 


0 

Vr 


a <x — p P — 77 — u 


fl A a ' k> — 

H U *— U V U U "CS 




a a — a a — a x = I 


c a — 0 0 — c c = 


l 


pp — pp p p * 


o'o' b'b' cV ss 


t 


77 — y y y 7 — — 1 




1 


ß 7 — ß'/ ■ — 0"y"ar ü 


co — 0 o — c e = 


0 


7 et — y et — 7 * u 




A 
V) 


« p — et p — « p — w 


an l kU ff' r= 


VF 


p'y' — ß"y'= et 


O c — b C = 


a 


p y — p y * 


C U C m • 


k 


p y — p y _ — a 


O & * ci 0 • 




y' et" — y"«'= — ß 


tu tu 

b"c — b er = 


1 

— - a 


y'^—y«"« ß' 


C " a — ca" = 


b 


7a ' — y'et =r ß" 


a"b —ab" = 


tr 


a 'ß"_ a "ß' = —7 


bc' —b'c = 


— a" 


«"ß — aß" = 7' 


c a' — c'a = 


b" 


a ß< — a'ß = y" 




c" 


• CßY— ß"yO + ß(y'»"— y"«0+y («'<&"— *"ß') = 


1 


a(A'A"— 6"c0 + a'(A" c — ec") + a" (4c'-i'f) = 


1. 



omnes e sex primts utriusque systematis sequuntur. 
Ope harum formularum nanciseimur aequationes identicas : 
44) («— ct'cosu— «"sinif) 1 ^ (ß— ß'oosu— ß^ain^'+Cy— /cobij -/'sinij) 1 
(o— b cos d — esb ^)'= (a'— ^'cos^—c'ab^+Ca''— A"cosd— c"wo^)% 
unde simul ponere licet: 



/? — ß'ecari— ß"t,\aii 
a — o' cos t] — a" sin i] 
y — ■y , K>%rj — y"t\nT] 
a — a' co* ij — o" sin 

per 43): 

46) «_^ C0Sff _y 8 i DT = _^l—^ 



45) cos<p = 

sin(p = 
E quibus 



a — 6 co$^" — 0 sin # 



a ccsejp — y »in«jp = ^— -> — ~i 



a" -/f'ooup — y'sinejp : 



ocosij— o »in^ 

»in t; 

o — a cüsiy— «"»ini; 



* in ^' a — 6 cos & — CSXD& 



C — C COit//— c 'liot^ = -n rn <£ r 5 , 

a — b coüvT — c sinty 7 
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a> — ß' cos cp — y* sin y 
a — ß cos y — 7 »in<p 



a"— ß" cos <p-~y" sin rp 

sin rj — 3 — : — — 

a — p cos — y sin tp 



a— a' cosV — a"«in V 

sin 5 s= ß — e ' c o»V>—c"*iniP . 

a — a'custi; — a"siaxp' 



quod rursus suppeditat aequationes identicas: 
48) («— ß cos <p — 7 ain (p) 1 = («'~ß'coa<p— /sin^-K*"— ß"cos <p— y"sin <p)* 
(a— fl'cos^— ff"sin^) 2 = (6 _6'coW/-6''sin^)M- (c — c'oos^-c"sio^)', 
stiam e 43) probantur. 

Formulas 45), 47) etiam e formutis I), 5) primi problematis deri- 
cuisset, praeter niutationes iudicata* posito ibidem: 

xx + yy + zz = s s + *V + s"s" =s 0 
u>w-\-w'w'-\-w"w" = tt -\- uu -\- vv =0, 

atque: 

= — icos<p, = — /sin<p 



f- .CO,,, f- 



_ = _/co3^, — = —/sin^ 



IL» icn*$, 



7~ 



Pauca adbuc, quae ad substitutionum propoaitarum 
iiciamus, quod in altera fecisse sufficiat. 

E formulis 45), advocatis 43), brevitati« causa posito: 

40) ßß + yy = + *" — i = 99, 



= /sind, 
pertinent, ad- 



50) ßcos(p + 7sin(p 



J 5 — aa' c os 17 — a " sin 17 
o— a' cos 17 — o"siui7 



nnde posito: 



ycostp-ßsin© = - «'* ia1 >~*'«*? . 
51) ß = Joos<p' «' = Im««' 



7 = Jsio<P' »" = Jsin»,', 
50) in has abeunt: 

sm(f - «) = f-—— — r;* 

quibua addi possunt, quae facile seqiiiintur : 



1 + cos(<p'— <P) = (« 4- J) 



1 — cos(i? - jrj 



- 5 cos (ti— V') 
tangi((p'— <P) fangen— V) = a - *, 

42» 
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quarum postrema anguli r, <p alter ex altero faoHe computantur ; e qua etiam 
patet, quod in iotroductione diximus, substitua'oni üb* formam creari poue: 

Ceterum ponere licet: 

54) «=see£, ^=tang^, «— $ = tang(45°— IQ. 

K fit: © - - ß— aco * ¥ C09 (v — gO + »»» g[ »■ ° — ^0 

COS if a — a'coSTJ — a"sint/ 

. _ y — a sin y' cos (r; — *] ') — cos <y' sin (ij — T] 1 ) 

Sin (p a — a f cos1 j — a"sinr; ' 

quibus comparatts cum 45), prodit: 

55) ß' = * oos«P' cos»/ + sin^'siofi' 
ß"= acosCp' sin»)' — sio<p'cos») / 

y' = asin <"5'cosii' — cos<P'sin»i' 
y" = a. sin <p' sin if' + costp' cos»j', 
quae iunctae 51) monstrant, quomodo cocfficientes itlae novem substitutio- 
nis, qua utimur, per qiiantitates tres a, <£', v' exprimantur. Observo 
porro, in ellipsi, cuius excentricitas = ^ = «in c , designare posse angulos 
n — t}' anomaliam excentricam, <p -}" ^ — §' anomaliam verum, 
Diflerenüata prima ex aequatiombu* 46), obtiuenius: 

(ßsinO — -VCOS 0)o<P = ; j 1 rr- T,'V* 

v ■ l w tv t (,«— a'cost? — «"»in»/)* 

//•# </ Mi i c cos * — & 8 ' n * ja 
(*' sin vp — «"cos \l/)d\b = r 5 : — a . o 

» r ■ ' a — 6 COS tr — c »in <7 

unde cum sit: 

ßsiup-y cos<p = tt _ a , cus „_ g „ 8inTf 



prodit : 



, . , g. , r cos — isim*/* 1 

T T a — 6 cos Cr — c Bin 7 



56^ 5<Z) t j 1 dfr 

' ™ a — o'toB»; — a'^iDij* a — 6cos# — csin<i>" 

Observo porro, eam esse naturam coefficientium substitutionum proposita- 
rum, ut generaliter valeat 

Theor ema, 

„datis aequationibus: 



ß—ps' — ß"s" 



25. C Ö. / Jaeobi, de tranfformatione integraK» dupHä» etc. 



fieri vice versa: 



V a'-ß'y-y>z 
— a—ßy —r* 



a — a . u u ■' 

c — c'w' — c"xe" 
a — a'w' — a"w" 



a — ßy—y* 
(«— ßy — yz) («— «V-a'V) = 1 

(a — a'w'—a"w") (a—bu—cv) = 1, 

simulque: 

porro fieri, quae sunt inter differentialia partialia relatio- 
nes memorabiles: 

(8 itA /ö u/'X /dw'\ (Bw"\ _ 1 „ 

Jam ad eas venimus relationes, quae inter coefficientes substihrtio- 
Dum propositanim locum habere debent, ut transformatio integralis dupli» 
eis indicata succedat. 

17. 

Quem in finem in formulis paragraphi 11. in locum quantitatitm, 
lionem transformandam afBciunt, 
A 9 B 9 C, A' f B\ C, A", B", C" 
sequentes I 

A, iB 9 iC, iA' 9 — B' 9 — C, iA" 9 ' — B" 9 — C", 
in qiribus rursus / = /" — 1. Quo facto, ubi etiam, uti indieavimus, loco 



t* n" 



ß, 7; b t c, a\ a" 



ia'y ict", — iß, — iy; ib 9 ic, — ia' f — ia" 9 
formulae 12) in has abeunt: 

57) A = Gxa — G'*'b — G"*"e 

— B = Gßo—G'ß'b ~G"ß"c 

— C = Gya — G'y'b — G"y"c 

— A'= G*a'—G'*'b' — G"*"c' 
B'= Gßa' — G'ß'b'—G"ß"c t 
C = Gya' — G'y'b' — G"y"c' 

— A"= Gcta"—G'*'b"—G"*"c" 
B"= Gßo"-G'ß'b"—G"ß"c" 
C"= Gyn"— G'y'b"— G"y"c" 9 
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quibus aequationibus novem iunctis aequationibus duodecim, a quibus for- 
mulae 43) pendent, octodecim coefficientes substitutioniun et tres quanti- 
tates G, G', G' 1 determinantur. 

Ope aequattonum 12), adhibitis formulis 46), prodit aequatio: 
58) A\B cos <p 4 Csin <p + (A'+B' cos tp + V sin g>) cos y + (A"+ B" cos <p + G" sin <p) sin y 

G — G' cos rj cos & — G^sin f] sin # 
"~* (« — o' cos 17 — a"sin 17) (a — 5 cos # — c sin &) * 
unde e 56) obtinemus transformationem quaesitam: 

w ' J A\B cos 9+ Csin <p + (^'+ JS'cos 9) + Csin coe y + (^"+ B"cos y+ (7" sin 9) sin V* 

a^aa- 

G — G' cos»; cos# — G" *\ai} tio&' 
Aequationem 58) eadem, quam supra indicavimus , ratione etiam e for- 
11) derivare licet. 



Iis quadruplicn , quae prorsus eodero modo suceedit. E theoremate 
paragrapbi antecedeoti» faoile probatur sequens 

Tlieorema, 

„designantibus quantitatibus «, ß etc., G, G', G" idem, quod 
in antecedentibus, posito: 

^ = ß-ß>*'-ß"*" w , _ a'-b'u + c'v 

J a — a'j' — a" »" a — bu -f cv 



a"— b"u — c"v 



a — a't' — a"t" a—bu—cv' 

fieri 

r dydzdw' dw" 

J(i-y 1 -z*) (1 — «/'* — w" ') \A+By+C*+ {A'+By+C'*.)w'+ (.*"+ß" r +C"*} ic"] 

7^ dudvds'd s" 
(1— »' «' — »"s")(l — uu — vv)[G — G' m'u — G" s"v]' 

Quod adnotare aufficiat. 

Jam relationea colligamus praecipuas inter quanü'tates quaesitas et 

datas, quae e 43) et 47), quibus illae determinantur, sequantur. Quas 

omnes e problemate antecedente, factis, quas indicavimus, mutationibus, 

sine calcuio desumere licet. 

18. 

Primum e formulis 13) derivamus sequentes, quibus coefficientes 
utriusque substitutionis alterae per alteras, cognitis ipsis G, G', G", linea- 
riter exprünuntur s 
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C« = jIo + A'a'+A"a" 
. Oß mm Ba + B'o'+B"a" 
. Gy — Co+C'a'+Ca" 

G'*'= Ab+A'b' + A"b" 

■ G' ß' = Bb + B'b' + B"b" 

■ G'y' = Cb + CA'+ Co" 

CV'a -rfc + ^(V + ^"c" 
. G"ß" = B c + + c" 
.G"y"= Cc + Cc' + Cc". 



60) öfl = Am + Bß + Cy 

_Gc"=^"*-h^"ß + c"y 
G'o = ^«'+Bß'-f 

— G'b'=A'a.'-+ B'ß' + C'/ 
_G"5"=^"*' + B"ß'4- C"/ 

G"c = Aa" + Bß" + Cy" 

— G"c' = A' «"-f B' ß" + C *f 

— G"c"=zA"*"+ B"ß"+Cy" 
In Formulis §.13. praeter mutationes indicatas loco 



m. 



P> Pf 



r", 



9, 9'> 9" 



/, —m, — n, — /', im', in' 

unde fit: 

61) / = AA — A'A' — A"A" 
m = BB — B'B' — B"B" 
n = CC—CC'—CC 

V = BC — B'C — B"C 
m' = CA — CA'— CA" 
n' =AB—A'B'—A"B" o"- 
Quibus pontis, e formuKs 28) obtmeraus: 



P , -p", - 9> ,y, if», 

p es AA — BB — CC 
p' sä A'A' — B'B' — CC 
»"s A"J?'—B"B U — CC 
9 — A'A"—B'B"—CC 
9 ' = ^".4 — B"B — CC 



AA' — BB 4 — CC. 



62) GGa mm /* + «'ß + m'y 

— GGß mm »'« + m0+/'y 

— GG7 mm m'et + l'ß + ny 

G'G'm* = / «' + n'ß' + m'y' 

— G'G'ß' = + mß' + /'y' 

— G'G'y' = m'«'+ *'ß'+/iy' 
G"G"*"= /«"+/i'ß"+m / y" 

-_G"G"ß"= n'*"+mß"+l'y" 
— G"G"y"=s m'<t"+ l'ß"+ny" 



ti 



GGa = pa + 9 "a'+ 9 'a" 

— GGa' =z 9 "a+p'o' + 9 a" 

— GGa" =x 9 'a'+ 9 a' + p"a" 

G'G'b = pb + o"b'+ 9 'b' 

— G'G'b'— 9 "b+p'b'+ 9 b 

— G'G'b" ss y'5 + ?A' + />"*" 
G"G"c = ^ c + 9 " c '+ 9 'c" 

— G"G"c' = +/>V + p c" 

— G"G"c" = 9 'c + 9 c' + p" c' 



Formulis 57 ), 60), 62), quae prae cetera memoratii dignae Mint, alias vu- 
rias addere licet, quae ex Ulis facile sequuntur, v<>! etiam e problemate 
autecedente derivari posaunt. Quibus apponendis, cum in promtu sit, su- 
persedemus. 

quod e theoremate §. 
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Theoreme. 

„E qualibet formularum inventarum det-i?ari potest 
altera ei respondens, si iu locum quantitatum 

















B", 






e', 


G", 



substituuntur respective sequentes: 



B'C"—B"C 




A'B"—A"& 


A » 


A » 


A 


J?"C— BC" 




-<"B-^B" 


A ' 


A » 


A 


BC'-B'C 


CA' — CA 


AB'— AB 


A » 

1 

G" » 


A » 

1 

&> 


A 

1 



unde e. g. etiam pro A ponendum Quod patet reoipro- 
cum esse, id est, ubi illa in haec abeant, simul etiam baec 

in illa muUri. 

Desigoamus autem ruraus per A expresaionem: 

A = A(B'C— B"C) + B{pA"— C'A r )+C{A'B"—A"B% 
quae per mutationes iudicata immutata manet, unde etiam in hac quaestioue: 

63) A s= GG'G", 
Ope theoremat» propoaiti e formulis 57), 50), 60), 62) statim alia for- 
mularum syBtemata derivare licet, Ita videmus, posito: 

P = B'C"-B''C-( t CA"-.O'A^cto<P-(A>B"-A"B') i \ 0 Q 

- [B" C-B C- (C"A- CA") Do« (p — {Jf* B- AB") (p j oos + 

— [BC — B'C — (CA' — CA) coslp - (AB' -A' B)n\nQ\ 
»equi e 59) hane: 

64) f d( P d V _ C öf}d& 

' J P JG'G"-G'-Gcoi n co6&—GG'ü a Tisin&' 
Simili modo per tbeorema idem e tbeoremate paragraphi aotecedentis alte- 

oognitarum Valoren adutruamus. 

19. 

E formuli« §. 14. sequitur, GG, GG', G"G" eaae radices divena» 
aequationia cubioae aequentis: 
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65) r 1 — \ÄA — BB— CC—A'J'+ B'Ii'+C'C- -J?'A"+B«B' t + C"C"\ 

i( n'C"—D u cy— (CA"~c"A'f— (A i e"—A"h , y 
— (B"C—ßC"y+ (C"A—CA") r -f (A"B — AB"f\ 
— (B Q — B' Cf + (CA' — CA) 2 + (AB'—A'B?\ 
— [A(B'C"—B"C") + B(CA"~C"A'f 4- C(A'B"—A"B")]* = 0, 

66) (x — 0 (.r + m) (* + n) — V V (x— I) + m' m'(x+ m) + n' n'(x + n) 

— H'm'n' « 0 

{x-p)(x + p r)( x + p ")- 99 (x-.p) + f < 7"(x+/>') + tW+V) 

— mm 0. 
Inrentis GG, G'G', G"G", nancinceris 
num ([uaesitarum per formulas sequentes: 



' * (GG-G'G')(GG — G"G") 



{G'G' — fi"G")(G'G'~ G G) 



— (G"G»+m)'G»G" + n)-P 
~~ (G"G"-GG)(G"G' T - G'G') 



— ßß --. (gg-f ") (GG-Q4- Wm' 



(GG- G'G') (GG- G"G") 

ft/ft/ — (g'g'-f")(g'g'-Q-f-m'm' 
^ H ~~ (G'G'— G"G") (G'G'—GG) 

p (G"G"—GG)(G"G'—G'G') 
_ y7 - (GG-Q(GG + W ) + W y 



[GTT - G'G0(G 6 - G"G' T )~ 

r i ___(g'G'-f p'Hg'g'-i-p'O-g? 

(GWZ G"G") (G G' - G G) 

-cc _(g"g ,/ + P , )(g"g ,y fP , ')- 99 
* - tG«G"— gg) (G"G"— efU 1 ) 



-a 4 a' 



7 y = 



(G G - G' G'; (GG-G"G") 
(G'G'~l)(G'G'+ m) + n' n' 



(G'G'— G"G") (G'G'— G G) 

Y Vee (g"g"~*)(g"G"-r-»0 
' ' (G"G"—GG){G"G"~Wg ; ) 



(GG + p")(GG-p) + q'q- 
(GG ~ G G')(GG — G" G") 

4' A' _ (g , g , +p";(g / g , ~ P) 

(G'G'~.G"G")(G'G-GG) 

_ (G"G "+p")(g"g"-p)+gV 
(G"G H —GG)(G"G"—G'G') 

_W= (gg~p)(gg+pQ-f ? V 

■ ö (G G — G'G')(G G- - G"G") 

yiut (g'g^-pXg'g'-f pQ + ffV 

° ^ — (G'G'— G'G'Kg'G'— GG) 

e C (G"G" GG) (G"G"— G'G ) * 
Producta porro sequentia, oogtutis ipais GG, G'G', G" G" ratioualiter 

68) ß -/ es - l'<G G — l)+m'n> 

H ' (ü~G — G 1 G')(GG — G"G") 

K ' (C G — G" G" ) (G' G'— G G ) 

_3'V'= V(G"G"—l)+m'n' 

' {ß"G"-GG)(G"C"— G'G') 
— 7* — _ m'(gG-f.m) — w'P 



w (GG — G' <i')(<;G — G" G") 



'GG — 6' G'){GG — G'G") 
Crel»' ( Journal d. M. BJ. vm uft. 4, 



— c'c" 



q(G-G'-p) + t,<q" 

' (G< G'-- G" G") (G'G — GG) 

q<G"G"—p) + q'q" 

1 (G"G" — GG)(G"G" — G'G') 
. l'(GG+p')- q"q 

(GG — G'G') (GG — G"G") 
43 
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, , w'.fC'G'-f "0 — n ' v 

7 " "~ ((i'G'-G"G")(G'G'-GG) 

„__ m' {G"G"-\- m)—n'P 
' a — fG'-G"— GG) (G"G" — G'GO 
_ a ß n'(GO-f-n)-fW 



(GG — G'G')(GG — G" G") 
_ n'jG'G'+r,)-?»*' 
- (G'G' — G"G") (G' G' — GG) 



*"ß"— n'(G"G"+n)-l>m' 
— a P— ( G"G"~GG)(G"G'— G'G'j 



° ~~ (G'G'— G"G")(G'G'— GG) 
(G"G"— GGj(G"G" — G'G') 
(GG — G'G'J (GG — G"G") 



(G' G'— G"G" i (G'G' — G G) 
(G"G"— GG) (G"G" — G'G'J 



In locum formularum 67) etiam has substituere possumiw: 

C—G'G') (f— G" G") — m' m'— t,' n' 
69) «a SB - 



(GG — G'G') (GG — G" G") 
etc. etc. etc. 

R 67) ipsac coöfficicntcs quaesitae per extractionem radiois quadra- 
ticae pro\eniunt; signa ipsarum «e, a', a f b pro arbitrk 
quibus deiude reliquarum signa determinuntur per 68) > 



Ä( 0'y"-_jS"y') + ß(y'*"—y"«O+/C« / ,3"-*' / ßO = 1 
a(AV— b"c') + a'(b"c — bc") + a"{bc' — b' c ) = U 
CognRi* coefficientibua substitutionum , ipnat» G, G', G" rationaliter 
exprimuntur ope formularum 60), unde de aignis iprarum G y G', G" nihil 
arbitrarii rertat. Quarum insnper una e reliquia determinatur per 
tionem: GG'G" = A. 



•10. 



AUat», quae problemati» propositi resolutioncm oompletam 
mint, adiungimus, quae »equuntur. 

E formuli» 45), 60) facti« fluunt sequontes: 

Gn — G'b cos*; — Ccsin»/ 



70) A -\-B<tos<p+C*\a<p = 
A' + B'co*<p+\C *\n<P — 
^"+B"cos<P + C v/ 8in(p = 
A +A' vo*4,+A"iin4> = 
B +B'coa^-fJ9"8in^ = 
C +C v cos^+C"tin^ = 



a — a'.cosr t ~a"tini) 
Ga'- G'fr'cosi? — G" c'sin y 



a — a' cos t] — a" sin rj 
G n" — G' b" cos f? — G"c"sini7 





a — a'cosi/~a" sin»/ 


Ga 


— G'c'rosi?— G"a"sin# 




a — b cos# — c t,\n& 


Gß 


_ G' cos #-C",*" sind 




« — fr cos# — c sin# 


Gr- 


— G'y' cos & - G"y" »in £ 


a — bcoi& — ctia& 



25- Ca G- J. Jttcobt, de Iransformation* integralis duplim etc. 33 1 

undu e 43); 

71) f. 4 -f f?«»f;+ Csin <jp)*_ ( J'+ & cos y + Csin (^"-f. ß" cos <p + c"uo ?)' 

GG — G'G ' oow'j ; — G" G" sin * g 

(a — «'"coen — a"sinT;) J * 

(.f+^cosV+^"»im/»} s — (B+B'cosV+^sinV)'— ' Ccoty+ P'siay)* 
_ GG — G ' C' f os' & — G" G" «in ; fr 
~~ ^o— f cos#-<-sia#) 

Quae formulae, cum git 

h$ = 2l , BsL — ~ 

has suppeditant: 

^fvttA+Bzmy +C»in o?) a — (^'+ß'c..*y +C'sin o>) a — (^'Hß'^o9y+C"siflC/>) a ] 



_ /L *2 

V^(GG— G'G'cos'»! 



G'G'cos*»?-G"G'sii»» 

/v < a$ 

J V[(A+A'vo*W+A"»mW) 1 —(Jlj-Ii'<:osy+B" sin y) 1 — (C + C'cos V + C"sin tf/)'] 

r 

Ä V V(GG~ G'G' coa s fr- G"G"sio fr 9 

quae integralia etiam hunc in modum repruesentare licet: 

r 

Jy 



Y~{1 + m cos* <p -f- n sin 1 <p 2 /' cos y sin rp -f- 2 /n' sin <f 2 «' CM?) ' 

r 

J V*<H- p' cos' t/>+ n" sin 1 y + 2 ? cos V sin y + 2 f sin y + 2 9 " cos y ) # 



Ltmque videmus per 72) in eiusdem formae integralia transformari , quae 
uomii«i Tlmitibus inter »e differe poastmt. 

H» addlmus coosiderationes sequßntes, quibus theorematum inven- 
toruni insignom confirmationem nanoiseimur. 

Sit brevitatis causa: 
R = A+ D cos «p-f Csio <p + („rf'+BWy-K' sin?) cosy +(^"+ß"cosg: + C'siaqp ) sin t/ 
s=^+^osy+^"siny+(ß+B / cosy+ß"sioy)cos9> + ( C+ C'cosy + C"ainy)«in T ; 
proposita aequatione 

Ä = 0, 

eruitur: 

(^-)= — (B+B'coay+fl"siny)sin<»> + < C + C eo»y + C'sin y. cc^r/- 

9 Ä V r [(fl+ß'cosy+B"Mn*;H(C+C'^ 

+ C siny) s«y + (-4"+B"«o* <p+ C"«o?)cosy 

=*q(^'+B'co$ y +C «iiqp)*+ (v*"+ß"co 8 o>+C"ainy/- (-*+B cosqp+Csiny)«]. 
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Differentiata autem aequatione R — 0, prodit 

sive ex antecedentibus: 

A 

i 

V[(B +B'co»V + B 5 sinV)* + (C + C cos V/ + C" »in V) (^f+^'cosy »iny) ri ' 
Cuius aequatio ni* düTerentialis integrale est aequatio, e cuius flla differen- 
tiatione Data est, R — ( ), et facile patet, integrale esse completum. 

Gödern modo, proposita aequationet 

G — G'oos») cos3 — G" sin»] sin S = 0, 

Ca j rff". ........ i , • 

nt ninercntianao t 

dv . _ 0 . 

<?'cosi&»in#— G"sini7cos# » G'sini? cos# — G"ct»n sin# * 

ex aequatione autem proposita sequitur: 

G'cos» sind— G" sinncosd r= /(G'G'ccVn + C'G'W* — GG) 
G' sinn cosa— G" cos», sind = /"(ö'ö'cos*!» + G"G" sin* n — GG), 

unde aequatio düTerentialis fit: 

a* , i* =ft 

VfG'G' cos 1 1? + G"G" «in« ij — GG) * V(G'G' cos» # + G"G" sin» & — GG) U » 
cuius igitur integrale est: 

G — G'oosij cosd — G"sin»j sind = Oy 
et facile probatur integralo conjpletum esse. Jam quoties per certas quas- 
dam Substitutionen aequatio differentialis proposita in alteram abit, per eas- 
etiam integralia earum completa in se invicem abire debent, et vioe 
Videmus autem per 72), aequationes illas differentiales, adhibitis 
stibstitutionibus aostris, iu se invicem abire; per easdem igitur aequatio 
H — 0 Iu hanc mutari debet: 

G — G'coanooad — G" sin* sind = 0, 
quod e 58) fieri pateU 

Alterum, quod adnotare placet, hoc est. E formnla 53): 
tangj($'— $)tangi(i)— if) = * — 8, 
«p.,tutur, angulos \{<p' — <p), i(tj— ij') eodem Semper tempore crescere vel 
decrescere, atque utrumque aimul quantitate v augeri, ideoque ipso« O, * 
quantitate 2* augeri. Wem de anguhs d valet. Hino fit e 59) : 
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J VJ m R J V, G~(i'comcos&— G"sinf*sinv* ' 
E noÜs autem calculi rötegralis praeoeptis fit; 

«> h/r* 

i 

~ V*L(^+JB cos <p+C*in <?)•— (A'+Ifto* rp +C V «n <?)•- (A"+B"co* <p+C"»ia 

2nJ 9 Ä 

1 

V^jY./-^'«^ sin V//— (iJ-f-Ä'eos v4-Ä"«n (C-fCcos y-f Csiny)»] » 

2«/* G — G' tos cos v — G" sin ij sin vi» V"(ÖÖ — CG'cos» J — G"G'W 17) 

2nJ v G — G' cos 17 cos & — G" sin i» sin * 88 V(GG— CG'cos* G"G"«in » ' 
Quibua substitutis in 73) formulae 72) proveniunt, qua» igitur ambas via 
maxime directa de unica 59) decurrere videmus. 

üt integrale duplex propositum respectu utriusque aaguli <p, 4> per 
totam peripheriam extendi possit, expr*»«uo J? pro nullo valore reali ipso- 
rum <Z>, vi- evaueseere debet, quo caau substitutione» nostras Semper reales 
fieri, a priori iu introductione comprobatum est. 

Per transformationem binorum integralium simplicium , quam for- 
mulae 72) soppeditant, substitutiones propositae omnino determinatae sunt, 
uude tränst onnatio tntegralis duplicis ad illorum transformationem rcvoca» 
tur, quod est problema notum. 

Quemadmodum per tbeorema §i 18. de transformatione integralis du 
pücis proposili alterius iutegralis duplicis transformationem deduximus, ita 
etiam de formulis 72) binorum aHorum integralium simplicium transforma- 
tionem deware licet, quam in introductione adsrruximus. 

Kadern ratione, qua formulae 72) demonstrantur, comprobatur sequens 

Theorem a. 

„Posito 

ß— p»>—ß"*' 
a— a'tf— a"s" 

n "—b"u — c"\ 



T —rr—T u /' 



W" 
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designantibtis coefficientibus «, ß etc. idem atque In ante- 
ccdentlbus, fit: 

/r ByBt 

f cV tV 

yVll-j'i'-s'V') |GG — G'G's' j'— G"GW] 

7r gij/gwg 

uu — v vj LGG— G 'G' w « — G"G" t; v] * 
quae integralia duplicia, adhibitis 61), etiam hunc In modtim 
exbibere licet: 

yr Bt Bz 

f Bw'Biv" 

. / V~{t — u>' iv'—w" w") tp+p' W w/-f j>" w" w"+2qw'w"+2q' uTt+Ttf 7 ^] * 
Utraquo videmus, uti integralia 72), in eiusdem omnino for- 
mae integralia transforniari, quae non nisi liniitibus inter 
se differre posaunt.' 1 

Per theorema §i 18. ex boc tbcoremate duorum «Horum integrab'um 
duplicium transformationem derivare licet, quibus adsoribendis supersedemus. 

Dedimus antccedentibus Solutionen) problemaus propositi comple- 
tarn; siniul dcmonstravimuA , eandem annlysin, qua ad Solutionen) illam 
usi Burnus, problemata maxime diversa ampleoti , duorum integrab'um qua- 
druplicium, sex integralhim duplicium, quatuor integralium simplioium trans- 
formationem. 

Iiis alias paucas annectimus observationes , quae cum ma&ime ad 
quaestiones cognatas pertineont, et bas nostras quaestiones aliquantulum 
illustrare credimus. 

21. 

Quaestiones antecedentes solutionera complctara cotitinent proble- 
matis, ad quod adeo problema propositum revocatur, integrale 

f , ?JF 

J Y~(l + nt cm*9+ji sin J <fi + 2 fco« f sio <p-f>2 m' am «j» + 2 cos 9) 

per substiiutiones 

cos© = ^-t^'-J^-n 
sinß = r—? <*>*i— r"*»>v 

a — a'cosjy — a"»ioi; 
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transformare iii hoc simplicius 

f dy 

JV^^L — M ru»' q — A sin - // i ' 

inrenfanCur enim L, M, JV ut radiees aequationis cubicae BÖ); qmbus iii- 
ventis e 67), 68) coelficientes substitutiouis adbibitae determinantur. 

Observare convenit, per Substitutionen! ehisdem forma« integrale 
illud ctiam in haue forinam transformari posse: 

r Bn 

JV{L — M c<* ij)> 

quod qnibusdam Cttftibui non sine um fit. Trausfornialionem illam, in in- 
troduetione probavimus, realem in modum »uecedere, quoties expressio 
*ub radicali 

/ •+ m con 7 <p + n sin'tp + ?/'cos<p sin<p -f 2 m' sin<p -}- ? t'cM0 
aut pro nullo valore reali aut pro quatuor valoribus realibus aiiguli <P eva- 
ne8cat. Haue antem transformationem realem in modnm succedere, pro- 
batur, quoties expressio illa aut pro nullo aut pro duobus tantum valorl- 
hw realibus anguli evanescat. 

22. 

Porro vidimus antecedentibiw, transformationem illam conveniro cum 
problemate geometrico de axtbus principalibus superficiei secundi ordinii 
investigandis. Quo utriusque problematis consenmi fit quidem, ut utrique 
idem sit calculi decursus, eadem, leri mutatione facta, expressionum ana- 
lyticarum, quibus incognitae cxbibentur, formatio; quae tarnen ea est mu- 
tatio, ut nullo modo valores numerici incognitarum alter» ts problematis ex 
altero desumi possint, cum adeo, quae in altero reales sunt quantitates, 
in altero imaginariae existant. Aliud autem exstat problema geometricum, 
quod anal vtice tractatura cum illo ita convenh, ut nuila omnino mutatione 
facta, eadem analysis, eaedem formulae utrumque absolvant, iidem incogni- 
tarum valores prodeant. Quod problema, e perspectiva »Ire proiectione 
centrali petitum, hoo est: 

„datis in eodem piano duabus sectionibns conicis, de- 
„terminare situm oculi (centri proiectionis) et tabulae 
„(plani, in quod proiieitur), ut sectione* conicae pro- 
„iectac fiant conceutricae atqttc insuper altera circulus." 
Simili modo alteri problemati de tran«formando iotegrali proposito in formam 

dn 

f V(L -M cos n) 
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respondet problema geometrioum hoot 

„datis in eodem piano duabuH nectfonibus oonicis, dcter- 
„minare situm oouli et tabulae, ut utraque proiecta fial 
„circulus." 

Quorum problematum solutionem geometrlcam apudCL Poncelet, yipum 
mirifice in quaestionfbus geonietricis versa tum, videre licet in opere cele- 
berrimo „De proprietatibus figurarum, yuae figuris proiectis manent." 

Problemata autem flla geometrica cum nostris oon venire, tadle 
hunc in modum patet. 

Sint y, z coordinatae puncti m plauo figurae propositae, s" 
puncti proiecti in piano tabulae, faoile probatur, toter utrasque 

>: 




v = ß~ß'*-ß"* t 

K r-f-r"*" . 

a situ codi et tabulae pendent. Pc 
sase circuhun, citiut aequatio ait 

l — yy — = o, 

simulquc sectionem conicam, euius aequatio: 

/ + myy + nzz + IV yz + 2ro's f In'y =x 0. 
Quibus in aequationibtu Substitut« valoribus ipsarnm y y z, quo« apposui- 
mus, prodeunt aequationes sectkroum conicarmn, in quas datae proHciuR- 
tur. Sint ooeiTtcieutes «, ß etc. eaedem, quas in quaestionibu* antew- 
deutibus deteraiinavimus, fit: 

l yy — zz - ( __- r -^ > 

1 + nyy + nzz + U^zWz+lny ^-^ 
unde figurao proiectae aequatfonibus deßuiunhir; 

\ — s's'—s"s"= 0, GG—G'G's's 1 — G"G"s"s" = 0, 
quae sunt aequationes circuli et sectionis corneae ei concentricae, ad axes 
principale» sectionis corneae relatae. 

Sint rursus ooeffioientes substitutionis «, ß etc. ita determinatae, ut fiat 



, 1 — * *' — s"s" 

i— yy — zz = ————p, 

ideonue, ut antea, circulus proiectus renascatur cireub«- tarn vero 
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quab'o, siquidem axis ipsarum s 1 per utriusque circuli centnim pouitu 
gaudebit: 



l + myy+nzz + 2l<yz+2 m 'z+2n<y = L^gg^j^gjgg. 

qiiia 1 —~yy—zZf 1— 8 i m „l evanescunt, ubi pooitur 

j — cos<p, *t=«n<p, simul ponere licet, s' — coty, s"=tiai), unde ae- 
propoaita in haue abitx 

/ + m ooa 1 <p + n sin* <p + 2 /' cos <p ain <p -f 2 m ' sin <p + 2 n' ooe <p 

Z. — M cos 17 

(a — o' co« »7 — a"sio 17) 1 » 

P— <?(l + on) = L, 2Qa = M. 



cos <p 
sin? 

3<p 



cosr,- 




a—a' cos 17 — 


a" sin v 


y — y 4 cos — 




a — cos 7] — 


a"sin »7 


9n 





a — a' cos 17 — a" sin q • 



y V(/-t-m co» ■ 95 -|- « sin» q> 1 V cos tp sin qp -f. 2m' sio o; -f-2/t' cos 9) JV{L — M cos 17) * 



quae igitur transformatio et ipsa e solutione problematis geometrici 
provenit. 

Neque consensus Ule quaeationts geometrioae et analyticae tarn sin« 
Tiden debet. Nam cum certis quibusdam 

lalyUcae respondeant, ubi per proiectionem sive aliud 
übet instrumentum geometricum configurationem datam ad simpliciorem 
vel magis regulärem revocas , simul expressiones analyticas, quibua confi- 
guratio continetur, per Substitut iones idoaeas, quae instrumenti geometrici 
locum tenent, in aimplioiorea tranaformataa habere debea. E qua Obser- 
vation hau J raro ab elementis geometriois ad graviore» quaeationes ana- 
lyticas trans itam petere licet, qualem antecedentibus indigitavimus. Ita 
univeraaa de proiectione centrali quaeationes , qualea Cl. Ponoelet in 
opere laudato instituit, adhibere poteris ad 
duarum variabilium y, *, quae per 

d. M. Bd. V11L HA. 4. 44 
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ß-pt—(Pt» r-yv-r"«" 

7 a — aV — a'V" * « — «V — a"t" 
obtineri pouit. Nec non vice versa eiuamodi transformatioDera , uti vidi- 
mus, ad quaeationem geomeiricam transferre licet. 

Quod cum neo usu nec elegantia careat, generaUter cwfBcientium 
■ubsrihitionum signifioationem geometrioam, qua in proiecü'one centrali gau- 
dent, quam breviter licet, exponamus. Unde aingulia oasibus sine negotio 
oonatructionea geometricas, quae oalculo reapondent, emia, aicuti in altero 
problemate geometrico exempli causa monatrabimua , quod via analytica 
congtrueodi, negotium inextricabile videbatur. (Cf. Ponoelet Tratte" de* 
proprio tes projektives etc. pag. 60. notam.) 

Theoria analytica generalis projectionia oentralia. 

23. 

Sint igitur, ut supra, y, z coordioatae punoti in piano figurae pro- 
poaitae, *" coordinatae puuoti proiecti in piano tabulae; datia aequa- 
tionibus, quae mter utriuaque puocti ooordinatas obtinent: 

ß-ß>S-ß"*» Y - rs '- r "s" 
7 a — «V— a'V" — o — a's' — a"*"> 

determuiandi aunt per ooefficientea et, ß eto. 1) situs tabulae, 2) aitus oentri 
proieotionia s. ocuK, 3) aitus axium ooordinatarum in piano tabulae. Sit um 
tabulae determinabimua per intersectionem eius cum piano figurae et an- 
gulum inclinationis utriuaque plani. Ooukun determioabimus per interseo- 
tionem plani figurae eum piano tabulae parallelo, quod ex oculo duritur, 
per punctum, quo perpendicularis ex oculo in haue lineam dueta ei ob- 
venit, et per ipaam hano perpendicularem. Axea ooordinatarum in piano 
tabulae detenninabuntur per puocta et angulos, quibus illae intersectioni 
tabulae et plani figurae oocurrunt. 

Aequationea inter ooordinatas punoti propositi et proiecti cum im- 
mutatae maneant, ooefEcientibus «, 3 etc. omuibus in constantem arbitra- 
riam duetis, statuere plaoet: 

*(ßV'— ßV) + ß(y'*''— y''0 + y(*'ß''— «''30 = U 

sit porro brevitatis causa: 

ß' 7 ''-ß'V = «» ß"y-ßy" = — o', ßy'— ß'y = — o" 

yV—y"«'s9s— *, <y"«— y«" = b', y*'-/*= b" 

»'ß"— t t''ß' sss — c, a"ß-«ß" = c', «ß'-a'ß = c", 
unde vice versa etiam: 
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b'c"— A'Var «, b"e — bc" = — * v , bc' — b'c^—d" 
,'a"_c"a' = — 0, c"a — ca" = ß', co'— c'o= ß" 
a*b"— a"b'z= — 7, o"A— aA"= /, o£' — c'Ä= y " 
«(4V'-*"0 + c"<0 + c(o'6"— a"*9 «= 1« 

statutis, ex aequationibus 

7 *~ «_<*'*'— a"*"* a—a , 9 t —a"$" 
c — A r — tf « = _____ 

a o y c z— — -y--— 

vioe versa: 



a — by — cz * o — by — es 

Construatur in piano figurae triangulum AA'A", cuhis latera A'A", A"A 9 
AA' dantur per aeqttationes: 

. «— by— c*=0, a'— o' y — c'*_0, «"— *"y_,c"* s 0, 



ipsius A 1 
A',..,£- ti 



WSIUS >4" i-, 

Facilo patet, axes ipsarum **, s" esse proieotiones linearnn 
AA', AA", ideoque initium ooordinatarum in piano tabula« 
esse proieotionem punoti A. Porro, lineam A'A" proieotam ii 
infinitum abire, sive designante O centrum pro jectionis, pla 
aum OA'A" esse tabulae parallelum. 

Hinc sequitur, axes ooordinatarum ^, s" linois OA' f OA' 
paralleles esse, ideoque, ubi illas ortbogooales statuimus, angulun 
A'OA" esse rectum, sive oeulnm in sphaera positum esse, 
ouins diameter A'A". 

CoDtemplemur intersectionem communem plani tabulae et figurae pro- 
positae. Quae cum alt lineae A'A" parallela, aequatione exhibetur formae 

a — by — cz — rf. 

44* 
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Quae aequatio, Substitut« ipsarum y, z yaloribus, in hano abit: 

rf( a _«V— *"*") = 1, 
quae est aequatio eiusdem lineae, in piano tabulae ad axes coordinatarum 
s' t s" relatae. Sint S' f B" puncta, quibus haee linea axibus coordinata- 
rum s', s" oocurrit, sit porro P initium eoordinatarum s', s" t fit: 
pw- ad ~ i pb» »_. ad - x £* — £ 

™ = ~dlT* — da" ' PW'=* 

unde etiam, Dum triangula 0AA\ PBB' simüia aint: 

A puncto 0 dueatur perpendicularis OA'" in Ilneam A'A'\ fit: 
A'A"'zA"A"'*=0A' t : O^'" = •"•":•'«»', 

^ ^ £ £, IL tL 
c'» o'» a"' «"» 

prodeunt paneti A'" ooordinatae: 

o'o' + a"a"» a'o'+a"«»"* 

Porro nanoiscimur: 

TO » ^ «'a'+^'a"' 

Determinatis puncto A'" et linea 0^'", tarn videmus, oculum 0 in peri- 
pberia circnli aitum ease, cuiua centrum A'"> radius 0.**'", planum lineae 
A'A" perpendiculare. 

Puncta B' t B" in piano figurae propositae etiam oonsiderari posaunt 
tat interseetiones lineae B'B" cum lineia AA' 9 AA"i unde inveniuntur m 
piano figurae propositae ooordinatae 

ipsius B . . . . ^ » jr - 

ipsnis ß . . . . — « — > ^7 — » 
unde, cum sit: äV + «"c" = *c, a '4'+a"4"=:«4, 

Alia autem via invenitur: 

J3'B" = f(PB"+PB'") = »rc«'*' +*"«"), 

quibua valoriLus tnter se comparatis, obtinemus: 
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Inventa d, linea B'B" sive intenectio tabulae et 
omnino determinata est. Unde iam omnia, quae proposita erant, dotermi- 
nata aunt praeter aogulum inolinationis tabulae et plani figurae propositae. 
Observo autera, per coordinatas punctorum A 9 A' t A", quae sunt quan- 
titates sex, per punctum A'" in linea A'A" positum, cuius determinatio 
quantitatem septimam requirit, atque per distantiani DA'" oeuli a linea 
A'A", Quantität es novem «, ß, etc., inter quas iam aequatio, quae arbi- 

«(0V'~ ß"/) + ß(y'« w -7"«0 + y(«'ß"— «"ßO = h 

pronus determinatas esse. Unde angulus inolinationis tabulae 
et plani figurae propositae arbitrarius manct, quippe a quo 
coefficientes *, 0 etc. non pendent. Quod etiam facili considera- 
tkme geometrica patet. Hinc simul sequitur, ex ipsa natura projectionis 

A'A" i>erpendiculare, Tel 

A'A" geoeratur. 

24. 

Probleme. 

„Datis in eodem piano duabus seotionibus coniois, de« 
terminare situm oouli et tabulae, ut utraque proieota fiat 

circulua." 

Solutio. 
Antequam ipsam problematis propositi i 
de cbordis idealibus, quas CI. Poncelet appellarit, 

Data linea in piano per dua eius puncta, saepius fit, ut puncta ima- 
ginaria fiant, linea reab's maneat. Quod semper accidit, quoties ooordinatae 

alterius: p + if, p' + if' 
alterius: p — if f p' — if*, 
i rurstis — 1. Quippe ex aequatione 

abeunt, quae per regulas 

9'y — fz — ptf—p'1, 
Nec non utriusque puncti centrum invenitur reale, quippe cuius 




Digitized by Google 



342 25. C. G. J. Ja coli, de transformatiomt mUgralit dupluu tte. 

* 

tae eruiit p, p'. Quadratum autem di*tantiae invenitur aequak 

ne ß ativae — 4Cpf+/f7i 

Proponantur iam in eodem piano duae ourvae algebraicae, quae n puncta 




habent; e regulis notinimk algebi 
ds puncto imaginaria aemper bina inter ae coniuncta erunt, ita ut, quoties 
alterius coordinatae «unt p + if, p'+i 9 ', alterius sint /> — *>, ft—itf* ideo- 
que linea utruxnque iungena realis tat. Quam lineem realem, omnibus chor- 
dae communis proprietatibus gaudentem, neque tarnen realiter punota com- 
munia iungentem, Cl. Foncelet cbordam idealem oommanem ro- 
cavit. Nec non ex iis, quae aupra diximus, centrum cbordae ideabs reale 
fieri ridimua, quippe cuius coordinatae sunt p, f. Quantitäten) autem 
V r (?7+?'?0 Foncelet semichordam idealem vocarit, quippe 



HU antemissis, ad problema propositum acoedamus. Sint 

sectio nura conicarum propositarum : 

I + myy -f- nzz + 2V yz + 2m' z + 2n'y t= 0 
* + PVY + v ** + 2 V yz + 2 p.' z -f 2 v'y = 0. 
Quibus in aequationibua aubsütutts ipsarum 7, z valoribus : 



prodire debent. üt altera proiectio dr- 
culus evadat, aequationea conditionales obtinemua: 

/«'*'-r-mß / ß'+/iy / 7 / +2/'ßY + 2m / y'« / + 2«'*'ß' ss 
/«'V / +mß"ß // -|-wy / Y / +2/ / ß / Y / - r - 2wY'o"+2n'«"ß", 
/«' ß'ß"-f ä yy'-j- /'(ßy+ß"/) +m'(yV'+y' V) 

= 0. 

Qiiarum in locum aequentea duas substituere b'oet: 
0 wm l (*'+i*'T+ m(ß'+iß")*+n(y'+iy")* 

+ 21' (ß'+/ß")(/+^0 + 2m' (y+/7"X«'+<«") + Wp+iWyß'+iß") 

o = / (•'— iV)'+ >n(ß'— 'ß'T+nty-'y")' 
+ 2/'(ß'— /ß"Xy'— <Y0 + 2m'(y— / 7 '0(* -'«'0 + 2a' (»'— /*"Xß'— 'ß'O- 

E quibus palet cnrvae propositae, cuius aequatio: 

0 = / + myy + nzz + 2l'yz + 2m'z + 2n'y t 
bina pimcta imaginaria esse, quorum coordinatae sunt 
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*— m> 

fejS. £=£• 

>, quae per iüa tramu'f, fit: 

(a'&'—*"&) y + (yV— yv>« + ß'y"— 3" V — o, 

sive e dexxuninatkmibus supra adhibitis: 

a — by — cz = 0, 
quae erat aequatio h'oeae A'A", quam igitur videmus neoessario chordam 
idealem curvae propositae ficri. Simul eentrum chordae ooordinatas habet: 

a'a'+a"a"> a'a'-f a"a"* 
ridemus esse punctum A'". Semiehordara idealem nanoiaoimur: 
Y1(«>ß»-a« ?)*+(?< a»-!"«)*) V(bb+cc) 

«<«<+*'<«« = 

Msedentibus est linea OA'". Hude videmus, ut eurra proiecta 
», oeulum in peripheria cirouli statin debere, cuius eentrum est 
eentrum oertae cuhisdam chordae idealis, cuius radius est semichorda idea- 
bs, et cuius planum chordae ideali perpendiculare ; tabulam autem aoei* 
piendam esse parallebun piano per oeulum et chordam idealem dueto. 

Kadern etiam de altera sectione oonJoa proposita Talent, cuius pro- 
iectio ut circuluÄ fiat, puneta illa imaginarta in hae quoque sita esse de- 

i, a Cl. Poneelet loco 




Jam ad 

25. 

Dedi obm in Commentatione de singulari qua dam dupliois 
integralis transformatione ( v. Diarium Crellianum, Vol. II. 
pag. 234 sqq.), theorema memorabile, designante ; fonotionem quamlibet 
integrem rationalem seoimdi ordinis quantitatum oos am* QQlfe «n d,sin <p 

? = o^-o / co•^^+fl' y smd/oc«(^+o /// a^n^^•sin(p , 
. +2b'co%++2b"*m + oto<p+2b'''m+tnn<t> 

+2c' sin 4/ cos <p sin <p +2c" oos 4> sin 4> sin $ -f 2c'" cos ^ «o ^ cos 0, 
integrale duplex mdefinitum 
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tranaforraari posse ia hoc simplicius: 

aiuijdtj d& 

G + G'cn S i J » + G".i D i^eo«^H-G /, »in 9 i «ii^*» 
idque per Substitution« fonnae 

C08n = <J + ^' co» V -f 3" sin V cos <J> + d<" «in *t£f 9 

» m _ ß-j-ß 1 cot tfj + ß" tiBrpco&<p-\-ß"'*\nytia<p 
an* cos? __ j, co9y/ _j_ j» 8in ^ cos y _j_ j/// üq sia y > 

De quo theoremate, observo, prodire theorema §. 20. propositum, 

sin^cos<p=j, «in>//iun<p = z, sinqoos£= ^, aini|sin$== j", 
atque insuper in expressione ipsius f : 

0' = fi / = c // = c / "=0, 
quo easu e formuli» loco citato traditis fit: 

G' = 0, ß' = 7' = = <* = *" = «"' m 0. 
Pauca hoo loco de substihitionibus Uli», de quibus looo citato brcvius 
est, addamus. Quemadmodum enim 



cos® = ft—ß 'e o»n—ß"MV giQ( jj r — r'«*v—r"* ia1 i 

ad relationem simplicissimam inter tangentes a reu um {(<P — <p'), {{n—n) 
revoeavimus, ita Ulis quoque multo complicatioribus reduetionem similem, 



locum habent, per quantitates sex commode exprimantur. Rela- 
tiones inter coeffitientes, quibus cum in finem utemur, loco citato demon- 
stratas invenis*). 
Statuatur 

MM = M— 1 = i< $' + ff" + J'" l'" = a* + ßß + 77, 
atque eligantur sex quantitates novae ^, i», i"', £" tales ut fiat: 

TS' 9" f" 1* 

| >T cos^ + ^sin^oostp + -^-sin^sinOJ 

+ [«' cosv// + «"sin^/ oos<p -+- e'" sin sin®]' 
+ [£'cos^ + £" sin^ cosp + f ■B^tia9]*Bs 1, 
unde cum inter coeificientes novem relationes sex notissimae locum ha- 
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Vi* , S"S" i"'ö'" 

MM MM MM ~~ 
iam satisfactutn est, e quantitatibus sex assumtis t', e" etc. unem pro 
bitrio determinarc licet, quo facto reliquae etiam determinatae eruot. 

Statuatur porro: 

«' + «" et" + e'" mm et, 
M'ß'+t"ß"+ f"'ß"' =3 ß t 

•Y+ *"y"+ «"V = y» 
{Y « y.. 

unde, cum etiam sit: 

ftf* +70"* ^ M % 

in y j»/ y « s ' ~ « y» 

fit, teruarum quadratarum summatione facta; 

ßß+ 1 = ß'ß' + 0"ß" + ß"'ß"' = ^Lßß-fß.ß. + ftß. 
yy+ 1 = y y < + 7 "y" + y'" 7 '" « j^Y 7 + 7, 7. + 7,7., 

^ßy + ß»7. + ß.y. = ßi 

^7« + 7i«. + y.«. == y* 
* r «ß + « l ß l + «.ß, = *ß, 



Porro fitt 
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0 = BB + K + 

0 ~ BB + «»ß» + *ß»» 
De quibus formulis sequitur aequatio identica: 

fjj cos * -f- sin it cos d + ^ an *i sin 
+ [a, cosn + 3, sin»? cos-9 4~ 7« W" 1 * 
+ [«»cosjj -f ßt»n*fCos^4*'y« ,, * I,, ' 8 ^ n '^l* = 
Substitutionen propositae etiam hunc in modum repraesentantur (I. c. p. 240.): 



fr — a'cos»; — & sin»; cos* — y'«n»;sin* 

= T ~r- — 5 — i — . s 

r o — o oos rj — p sin »/ cos tr — y sio »; sin * 

«in* cm* = — K ~ °" " -F*"> co * * ~ ?" »° 3 C08 £ 
y r * — o cos»; — /? sin»; cos*— 7 sin»; sin* 

• , . a'"cos»;-/9"'8in»)cos* — ^"sinjjsini? 

sin^.sin<P = T — -s—r-- ö — ~ — r - . Cl _ ; 

a — a cos n — p sto »; cos ir — y sin »j sio 7 

de quibus per forraidas traditas derivantur sequentes: 

M ti'co&\p-{- #"sin^ cos<P4- 5' " sin \^ sin 0 = 

, .M-f-gcos»; -{-^»'» , ? co»^ -f-ysin>;»ini> 

— a cos »; — /S sin tj cos * — y sin »j sin * ' 
«'costj' + «"sin^ cos(P + f'"pin\^siu<p = 

q T cos »; 4~ & fr ' n ^ cos ^ 4" 7i *iu t] sin * 
<* — a rosjj — ßsia »/cos* — y sin >; sin * ' 

e? cos^ 4- £" sin ^ cos <p 4- £*" »'•» ^ «in <p = 

«, cos»; 4- ßn 9ip y i co » 4- /» » in » in ?> 
«* — o cos »7 — £siu »; cos * — y sio »; sin * ' 

lam ponere licet: 

^cos^4- M -sm^cos<P4- 5r «u^sin<p = t + tt + MW 
*'cos*4- e "ain^cos<p 4- f'"sin^süi<P = 

£' cos ^ 4- £" 8>u ^ cos <P 4" s '° ^ 8 ' n <P = < . . 2 . ; 

quippe iu utraqne aequatiomim parte Minima quadratonim fit =1. Simi- 
liter ponere licet: 

■ßj cost) 4- ^smij cos^4" ^jj »>n »j 9 = ppj 



2f 



a,cosr v 4- ß.8innco9^4- y, sin») sin 9 — 
«, Cos»| 4- 0. sinr cos 8 + «y, sin>] sin^ = rXT- Va ' 
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unde iam relationes, quae ioter angulos \p, <P el »j , 5 propositae crant, ad 
rclat iones inter quantitates t, u et u' revocatae sunt, übtinemus autem : 

t f' cos ift -f» t" »in cos rp-\-t" ' sin i/' »i n ff 

M ~~ 3J+ d' co» V + *" »i« V COB ? +"*"' 8in V »in 7> 

Ji c °« v + C" »»" v CQS g 4" » 8 ' n V >in y 

Jtf "" M + cosy + d" sin ? cos <p + V »in <f> 5 

porro : 

t a I co»q-f- /9, »in?? coaff - y, sin v »in 9 

Jlf Aäf-j-a co» t] -j-/?iin jj cos # -f- y sin »; sin & 

u' < o, cos i? -4- »in ?? costfr -f- y, sin 3 »in »fr 

Jlf jW-f-a cos tj-\-(i sin 9 cos ^ + >'» in, > 
Quapropter relationes iUft* intor t, u et a' iu has simplicissimas redeunt: 

Quae sunt relationes quaesitae simplicissimae, ad qua* substitutio proposita 
revocatur. 

26. 

Expressiones sedecim cocflicientium per quantitates sex hunc in 
modum nanoisciinur. Ponatur: 

-^- = 8inZ>' t' = ctisD' cos/-' — cosD' sinE' 

^ = hmD" t" sb eosß" cosE" f = cos/r' siuE" 

^' = sin D'" t'" = cos /)"' cos V" = cos IV" sin £"', 

ubi propter relationes, quae intor novem quantitates illas locum habeot, fit: 
sin D' ss — v^[ootg(£'" — £') cotg(E / — E")] 
sin/)" = — y^cotgfE' — £") cotg (£"—£'") J 
sinfl'"= — )T\cotg(E"-E'")<sotg(E'"— £')], 

quas apqnatioix's, posito 

cos(E'— E")coa(E"— £"') cos (£'"-£') = — AA 

ita repraesentare licet: 

Quas formulas minus usitatas, quarum ope novem eiusmodi quantitates, 
intcr quas relationes sex interccduut, per angulos tres E* 9 £", £"' commode 
exprimuntur, GL Euler oüm aduotavit (v. Diar. Crell. Vol. II. p. 188.). 
Simili modo ponatur: 

— =sin^ a, =cos-rfcos^' « 2 = cos A sin A' 

45« 
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ubi rursus: 



-ainC y, = oos C cos C y, = cosCsinC, 



mnA es _^[co*g(C'--^)©otg(^'--J*')} 
sin = — ^[«>tg(^'— 2?') ootg(/?'— C)] 
sin C = _ /-[ootg^'- C) cotg(C-.<')], 
, posito 

coa(B'— &) cos (C— ^0 «• — A' A', 



e form ulis iraditis facile sequitur: 

= IS" + «• 



Und«, posito insuper itf = tätig sedecim coefficientium expressiones ob- 



* = tangusm^, ß=tang^sinö, 7 = tangp = sinC, 
»ecft; J'=tangttsinö', i" = fang ft sin ö", 5'"= rang/xainö' 

«' a= »ec fi %\ n ö' sin ^ -j- c°» ^ cos ( £ ' — ^0 
ß' = sec/tsinÜ'sinZ? -f cosD'cosB cos (E'—B') 
y' = secM sin D' sio C -f- cos D' cos C cos (£'— C) 
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*" = 8 eopsinZ>" sin ^ + cos D" cos -4 cos(£" — A') 
ß" = Becfi sin/)" sin B +co»D" cos B cos(£" — B'J 
y" = sei: « sin D" sin C cosD" cos C cos (i?" — C") 
= sec/4 smi)"'*™ -4 -f- cos Z>"' cos^f cos (£'"— ^0 
0'" = sec/t sin/)'" sin Ä -t-cosZ>'"cos# cos(E"'— B0 
7"' = sec/* sin Z)"' sin C-f cos ö'" cos C cos (£"'— C). 
AnguTosD', D" y D'" per differentias ipsorumZ* E"', angulos ^, C 
per differentias ipsorum^', J3', C expressimus, unde sededm coefficientes sub- 
stitutionum propositarum per angulum fi et differentias angulorum£', TL", E"\ 
A\ B', C, quae sunt quantitates sex, expressas habesj quod erat propositum. 

27. 

Transformatio integralis duplicts 

quae per dictam snbstitiitioneM obtinetur, et ipsa, aioufi transformatio illa 
integralis simplicis, introduetis quantitatibus iroaginariis, ad aliud problema 
algebraicum revocari potest, quo agitur, per substitutiones * 

u>— 8 s »f ^ -f &" s " -f. 

x = a s -j- tt's' -f «."s" -f. s"V w 

* = y* + yv + 7"*" + y"V", 



simul expressionem : 

+ 2 e ' s" s'" -f 2 c" s'" &' + 2 c'" j V 
transformare in hanc simpticiorem : 

G'jtx + G"yy + <7"'s*, 

Statuatur eni'ra: 

0 a= -f. afjr -f yy -f ** o* ss -f jV+ ,y"g" 4- 
unde ponere licet: 

f = «cos<f>, £ =*=iMn<pcos^, = isiu(psin^ 

£ = / cos»), £■= ;'sin>> cos$, = /riat)sfa&; 
porro loco quantitatum } 

a, o', a", t", //", r', r". c' 
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ponatur respective: 

a, — o', — a", — c'", —ib\ — ib<\ —ib 4 ", —c', —c", — c'", 
et loco * jumititätum - 

ß', /, # 9 «", ß", y", *'$ ß'", V", V** 

ponatur respective: 

-iV,Wß', WyW*W«"> -iß", -/y", -/ß'", _/y", 

nec nou loco G', G", G'" ponatur — G\ — G" t — G'". Quo faoto 

aequatio: 

o s s + a 's* s> + o' V f " -f a "' + 2 A' * *' + 2 b" s s" + 2 b"'ss'" 
-f 2 & s"s"' + 2 c" s' -f 2 c"' s" = <? a; a; + (?' + y + Ö 
facta divisione per ww, in banc abit: 

f 

[5 -f- i' cos 9 -f- ^" *' n 9 co * V' "f" sin <p sin 

= G+G'ccVij-f- Csin^cos^-f- ©"'ritfijain"^ 
nec non subatitutioues in supra adhibitas abeunt; de quibus cum faoile 
sequatur : 

ubtinctur transformatio proposita: 

/»jp y rycy £ »ioT i dyd& 
£ "=7 Ö + G' cos a i; + G" sin» t; co»» * + G'"aui • q sin a # * 

Adnotabo, problematis algebraici solutkmem nuper admodum dedisse CL 
Cauchy in Conimentatione, cui inscriptum est; Sur l'ätfuation ä l'aide 
de iaquelle on determine les inegalites säculaires des mouvements des 
planet es (cf. Exerciees de Mathematiyues Vol. IV. pag. 140. syy.); quo 
ill«. loco problema ad trausformationem sirailem funetionis homogenae su- 
cundi ordinis cuiuslibet numeri variabilium exteudit. Nec non transfor- 
inatio iutegraüs per eandem analysin ad numerum quemlibet variabib'um 
et quemlibet ordinem integrationis extenditur. Generaliter enim probatur, 
desiguante f funetionem quamlibet integram rationalem socundi ordinis 



oosp, ain<pco9<p,, sin<p sin<p, oos^,, sin<P wnfp, sin«?, con<J> }) , 

sin <p sin <P sin <P,_ V cos <p„ , sin <P sin <p, .... sin <p, sin <p n , 

integrale (n + 1} tuplum : 



»AI 

r 
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transformari powe in hoc simplictus: 

"»»in t)* »ini}".-* tinlgr*. . . . »ini7„_, t 1 1) e t;, dt) : . . . .dij» 

1 rr: » 



in quo funetio <r est summa quadratorura expressionum : 

cos»), sin r cos >!, , rini) sinij, cos?),, sin*) sin?], . . . . unr f „_, cosi)„ , 

sin rj sin -n sinrj, , sinrj, , 

singulis in quantitates constantes duetis; expressiones autem eum in finem 
in locum quantitatum cos<p, sin <p cos <p» etc. subatkuendae sunt, uti supra, 
iractiones, quarum et donominator et numerator funetiones linear« 
nun cos>), sinrjcostj,, etc. 

Unde transformatio integrahs simplicia, de qua initio locuti 
ab Eulcro olim in Institntionibus calculi rategralis propwuta, iam ita am- 
plificata est, ut perinde de integralibus /xtuplis funotionum n variabi- 
liuin valeat. 

28. 

Hisce disquisitionibus finem imjKMiamus proponendo theorema no- 
vum ac memorabile, quo etiam theoremata §. 20. allegata, aequatio- 
nis differentialis 

CJ 

V\(A'+B' cos <p + C fio tp) 1 4- {A' r +B" cos 7- + C" sin <f) [A+ Bcouf + Csin W\ 

, , 

VllD+B' cos V +ß " »n y>) 3 + ( C-K' cos +G" sin V) 8 - (-<<-M' "»s «"> V>)' 1 

= 0 

integrale esse aequationem: 

A-{-Iico9(p-\-CaiD(p-l-(A'-\-B'cos(p-l r C , MTt y)co»V^-M' / + Ä " c05< > > "^• < ' , "*' n 7' Kin, " 

- ü, 

vcl casu speciali, ad quem generaliorem illum revoca\iinus, aequationis 
ditferentialis: 

3 tj , d& Q 

V"(f;*r;'«.s J i» + G"G" »in 3 fj — GG> " + " V"<G'G' C ua a £ + G"G" sin 8 GG) 

integrale esse aequationem: 

6 + G'cos») cos3 + <7"i»in>}sin$ = 0, 
ad integraiia duplioia extenduntur. Quibu« tlieorematis cum theoria 
de additione integraliiun ellipticorum superstrueta sit, quod uuiversae theo- 
riae funetionum ellipticarum prineipium est, extensionem illam attentionem 
geometrarum niereri wedimus. 
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Fropositae not ioter angulos <p, 4> et i), -3 aequatioues duae 
quentcs : 

a -f- Aco»<P-f- c nn<pcoB^4* d sin<Psim// 
-{- [ a' -j- ©os0 -f- c' sin <p cos^ + d' sin <p sin \p\ oosij 
-f | a / '+Ä // cos^+c' / sm<pcos^+rf / 'sin<psinr//]süii)C(w^ 
+ la" / +6" / oo»<p+*'"»in'P cos^+^" g üi<p sin^Jsim, sinS 

- 0, 



quam brcvnatis causa designamus per 

« + (3 cos$-f- y sin<Pcosv£>-f- £ sin<PsinqV 
+ [ *' + ß' oos p + / sin ^ oos ^ + $' sin <j5 sin cos n 
+ f *" + ß" cos<p+ 7" sin <p cos J" sin (5 sin^J sin ■ cosS 
4- r*" / +ß / "cos<p-f 7"'sin^ cos^+r'sin <p sin v//] sin q sin 3 

= 0, 

quam brcvitatis causa designamus per 

11(^,^,1],^ 0. 

E qiubus aeqnationibns , cognitis <p, -l- , valores ipsarum »j, 3 eruere liaet, 
et integratio secundum <p, 4> instituenda in aliam secunduin jj, $ instituen- 
dsm transformari potest. GeneraKter euim e 

um.Htat, datis inter <P, ifc q , $ 

F(<fc*,„,d)=o, n«>,*,.,,$) = o, 

fore: 

uhi in altero integral! expresaio 

per ipsas ^> m altero integrali expressio 

g 

/eF\/djr\ (SF\fd//\ 
\Zi)\^)~\7^,)Vd~v) 

per ipsas »), 5 ope aequatiouum propositamm expriinendae sunt. 
Ponatur brevitatis causa; 

a -\- b oos<p + c 8 »° ^coav// sio^sint// = ^ 
o'-f- 6'cos<p + c'sincpooa^ -f ^'sin^sin^ =■ 



Digitized by Google 



porro: 



25. C G. J. Jacobi, de transformationt inttgrtKi duphat *fc. 353 

o" + A"co«(P + c // 8iii<Pcos^ + rf"»in(Pain^ = A" 
o'' / +6 /// co»!p4.f' // 5b<p>cos^ + rf /// ain^Hn^ = A"', 



et ß cosß-f y sin<Pcos^ + sin<Psin^ = B 
*' + ß'cos$> + y' sin<Pcos^ + ^ sin<P 
a" + ß"cos<P+7"ainpcos^ + 8" sin (P sin n// aa B" 

acquationes propositas ita exhibere licet: 

¥ = ^ + ^ / co8rj-j-^ // 8iinjcoaa+^ / "8in»)«ina = 0 
II ^ ß + ß'co«i)+B''sini)cos$ + B'''tm,|sin$ ss 0 

Simili modo ponamus: 

a + c'costj + c"8ini| cos$ a"'sini) sind = C 
A + cos ij + A" »to ») cos S+Ä'" Mu*;sin$ ~ 

r + c'cosi) -|- c"sin>jcosS-f- c"'sin>)sinS = C" 
d + d'cas n + fninicosS + d"'Bmn*in$ = C", 

porro : 

« + a'cos»] + «"sin »J cosS + «'"sin»; BinS = D 
ß + 0'cos* + ß"«n*j cosd + ß'"sin»i sinS = D' 
7 + y'cos») + y''fuuj]CO«$ + y'"8ini)8Üi$ = D" 
i -f J'cost) + a"sin?j cob$ + sin q aiu & = //"'• 
aequationes propositas otiam hunc in modum rcpraesenlarc licet: 
F — C + C'cos$> + C"*in£cos^+ C"sin<PshW> — 0 
] I = D -f D'«os$ + D" sin?) cos ^ + Z)"'sin<p tin* = 0. 
Ouibu» sfatutis, iuvestiyomus primum valorem ipBtus 



Fit: 



r 

unde prodit: 



(ff) = — ^'sin») + ^"cos*eos$4- ^'"cosq sin$ 

(|£) _ -4" «nq sinfr + ««1 co * d 

s — B'ami) + B" cos »j cos $ + cos q sin 3 

(Jg) = — B'' sini) sind + «'"»in«! cos3 



[^) (IS) - (Is) - 

A"B'"~A"'B'>) cos | + {A"'B-A'W") sin*] cosd + {AfW—A"») sin q sin $. 
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Prorsus eodem modo invenitur: 

[(If) (1^) - (ä|)] = 
(C"D"'— C"'D") cos<p+ (CD'— 6 v D'")8ui<pcos^+ (ra"— C"Z>')«u(psin^. 
Qua* expressiones iam ope aequationum propositarum alteram per (P, 
alteram per q, 3 repraesentabinius. 
Posito brevitatis causa: 

cosn=x, »in») cos B = y 9 sin») sin$ = *, 

datac sunt aequationes: 

A + A'x + A"y + A"'z = 0 

B -\- B'x + + B"'s = 0 
1 — x x — yx — ** = °» 

unde, posito: 

R = (A"B'"—A"'B")x + (A"'B'—A'B'")y + (A'B"—A"B')z % 
per regulas notas resolutionig aequationum linearium sequitur: 

Äx = A"B"' — A'"B"-\- y {-dB"* — A'"B) — z(A B" — A"B) 
R y = A"'B'-A'B"<+ z(AB' -A'B)-x(AB>"-A"'B) 
Rz = A 1 B" — A" B' + x(AB" — A"B) — y(4B' — A'B). 
De quibus aequationibtis dcducimus scquentem: 

[Rx— (A"B"'— A'"B")\ 7 + [Rx—(A"'B'—A'B"')\ t +[Rz—(A'B"—A"B')\ 2 
= \ y (AB'"— A"'B) — z(AB"~ A"B)\*+ 
[z(AB' — A'B)—x(4B"'-A"'B)Y+ 
\ x {AB"-A"B)-y(AB' — A' B)\\ 

Alteram aequationis partem fiacile patct, fore: 

— RR + (A"B"'—A"'B"f + U"'B'—A'B" r f + (A'B" — A"B'Y\ 
altera idontica est cum exprossione sequeute : 

\ xx + yy + zz\[(AB'-A'By+ (AB"-A"B? + (AB'"-A'"By\ 
— \ X (AB'—A'B) + x (AB" — A"B) A r z(AB''—A'"B)\\ 
quae, cum ex aequationibus propositis sit: 

x(AB'— A'B)+x( AB "- A " B )+ Z ( AB "'— AB "'} = 0 
xx +yy + zz — U 

simpliciter in hanc abit: 

(AB' — A'Bf + (AB" — A"Bf + (AB"'-A"'B)\ 

uude naneiscimur: 

RR — { ! A"B«'—A'"B' i y+(A"'B'—A'B" t ¥+ (A'B"—A"B'f 
J(AB' — A'Bf — (AB"-A"Bf—(AB"'—A" l B)\ 
quae expressio investigauda orat. 
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Eandem patet etiam hunc in modum repraesentari posse: 
RR = [A'A>+A"A"+A"'A"'— AA\\B'B<+U"B"+B"B'"-BB\ 

— [A'B' +A"B"+ A'"B"'—AB\. 

^>uam formulam, adiiotemu», etiam per formula» notas geometriae analy- 
ticao obtineri. 

Ponamus eoim, O esse initium eoordinatarum ortliogonalium, P, 
P" tria puucta, quorum tsoordiiiatae respoctive sint r, y y z; A t A\ A" , 
B, B' y B", ita ut dtstantia ipsiu« P ab iuitio O «it = 1 ; notam est, fore 
R sextuplum pyramidis OPP'P"> eandem autem quantitatenj per formiüa» 
trigonoinetriae sphaerica« babed: R = 

OF.OFYa^ % POF-co»*POF'-*>o*'FOF'l?c<*POFc^ 

^or.OP-YlV-^POPy^-cotrPOP'^-iMPor^^ 

Fit autem: 

OF = yr(A'A>4.A"A''+A'"A>"), OP" *=S(B'B'+ B»B"+ B>»B">) 
OFomPOF mm A'*+A"y + A'"* = —A 
OF'mhPOP" =* B'oo + B"y -f B"'t = — /? 
OF.OF'eo*FOP"= A'B'+ A"B"+A"'B'" t 

quibus expressionibus substitutiv , prodit: 

FR JlA<A>+A»A"+A">A<><-A4)\fVB'+ B"B"+B»'B>»-BB\ 

— \A'B'+A"B"+.4 -B'—ABW 
quae est formula supra exhibita. 

Prorsus eodem modo, posito 
{V , jyn qu co,^ _|_ (C"'D'— CD"')sm <p co»^ + (CD"— C"D') siQ<psin^ 

ex aptjuationibi» propositis 

0=6'+ C cos© 4- C" sin^ + C" «in?? si»^ 
0 = D-f D'cos<P + D" B in$cos^ + D'''«ii$«in* 

sequitur: ,.,„,0 

_ (CD'- CD) 2 - (^D"- C"Df -.(t7/'"-C"Dr 

,a " ,em: 

und? ex aequatiooc: ^g* 
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ü — srntpaini), 
deducimus bano valde memorabilem : 

Obserro casu special i, quo 

c = a", 4z=a'", c' = •", d'=sb"', d" 
3 = «', y = «", * = *"', 7'»ß", i ¥ =ß /// , 
funotiones ft, iS eaidem omnino functionea fore , alteram ipsarum Q, \s t 
alteram ipsarum Quo igititr casu habemus tbeorema memorabile, 



c'" 



/mm&m&M/ 
R — > 

substitutts in looum rariabilium <P, ^ alias variabilm »j, d, quales ex ae- 

quationibus JT= 0, 11 = 0 prodeunt, forniam non mutare; sive quod idem 
ort, aequationes illae FsaO, 11=0, oertam continent rationem, qua in- 
tegral» 

R 

intari possint, ut valor eins immutatus maneat. Cuius rei unioum 
in duplidbus integralibus extabat exompluni 

exprimit ; quippe quod, loco coordinatarum puncti 
in aphaera positi coa0, ainpcos^, sin?) sin ^ aliis introducus coordiuatis 



Addamus valores explicito» ipsarum cos»), sinjjoosd, sin min S, 
les ex aequationibua proposiü» Huunt. Quem in üoem breritatis 



A"B"'—A"'B"=m' 9 A'"B'-~A'B"'=im", A'B"—A"B'=zm'" 
AB 1 -.A'B=n' f AB" —A"B mm n'\ AB'"—A"'Bz=n"\ 
ubi adnotetur esse: 

wiV+ m"«" + m"'ri" = 0; 

fit: 

m 'R + m"*'" — m"'n" 
80,,, "" m'm'-f-m"m"-f.m"'m'" 



* 
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m' m' -f- m" m" -f- m'" m 4 " 

ipsa autem /? fit: 

Jl sss f{m , m'+m?'m , '+m M m"'— n*n'— n"n"— n"'n'"). 
Per formulas omnino similes ipsae costp, »intens sin p sin ^ vice versa 
per oo« ij, sin y cos S, sin »j sin $ exprünuntur. 



hoc fluit speciale. 

Theorem a. 
Datis aequationibus: 

c -f-c' cos£ cos* -f- a" sin £ cos^.Krat) oos S-\- o "' sin <P sin i£ .sin r\ sind = O 
A + A'cosip cos ij + *"sin(p cos^.Mni) cos$ + A''^un(Psin^.siu,}Bmd=0, 
posito breritatis causa: 

(c"A"'— a"'fl") W0cos 5 ^ sin 2 ^ + (o'"4'— «' b"f sro' <p cos 7 $ sin' ^ + 
(„' 6''~c // 60 i ^ , ^cos 7 <P©os , t//— (oÄ / ~o / *)W^--(aA' / --o' / 6)W^o(>s ? ^ 

— (aA"'— e"'6)W0nn'<L = Ä/f 
(«"A"'— «'"a'OW») dob'Ssid^ + (a'" A'-«' A''OW,j corij sin'S + 
(a' »« _ fl w A / ) ? sü,' n cos'») oos'S— (ob'-o'bj' cos' i) - («4" -a"A) W 1) cos' Ä 

_(a^"_ 0 '"A)» s in I , ) sin*a = 

fit: 

y *'ia<pdq> ysin y drjd& 

Sor. 9. Der. 1831. 
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26. 

Note sur les surfaces reglees. 

(Ltttre de Mr. Hachette, ineinbre de l'academie des seien. <, {, raris, a l'editeur.) 



«J^ai expose daus .plusieurs ouvrages la theorie des surfaces reglees (voyez 
le premier Supplement u la geomotrie descriptive de Monge, annce 1812, 
les Girmens de gcWtric u trois dimensions, annee 1817, le trait«S de 
geometrie descriptive, editkm 1828). Si vous voulez bien jeter les yeux 
sur les pages 88, 89 de ce dernier ouvrage, vous verrez comment j'ai re- 
solu cette question: „Ktant donnee uoe surface reglee qui a pour direo- 
„trices de sa generatrice trois courbes quelconques, lui mener un plan 
„tangent par un point donne sur la surface." 

La Solution est iondea sur ces oonsiderations : 1°, que toiite surface 
reglee non developpable est touchee suivant une droite par une infinite 
dhvperboloides ii une nappe; que chacuu de ces hyperboloides a pour di- 
rectrices »le sa generatrice trois droites nien^es par trois points de la droite 
commune u Iryperboloide et a la surface reglee generale, dans les plan» 
tangens ii ces deux suriaces. 

Les hrperboloides u une nappe tangens a une surface re*gl£e sui- 
vant une droite de cette surface, comprennent comme cas particuliers les 
paraboloides hyperboliques et les hrperboloides de rerolutinii (voyez pages 
67 et 80 du trait<5 de geometrie descriptive). Ainsi etant donnee» sur ime 
surface reglee quelconque une droite et trois plans tangens u la surfaoe 
en trois points de la droite, on peut proposer de trouver ou un parabo- 
loide hyperboh'que ou un hyperboloide de revolution tangent u la surface 
reglee suivaut une droite donnee. Pour cbanger un hyperboloide u une 
na|q>e en un paraboloide hyperbolique, ii faut que les trois droites qui di- 
rigent le tuouvement de la droite generatrice de la premier surfaoe, soient 
paralleles u un memo plan. Par les trois points «Tune droite donnee sur 
une sur&ce reglee, ou menera trois plans paralleles qui couperont les trois 
plans tangens u cette surface aussi donnee suivant trois droites qui seront 
les directrices d un paraboloide tangent ü la surface reglee. II y a donc 
une infinite de seriei de paraboloides hyperboliques tangens ü la surface 
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reglee gendrale suivant. une droite donnee de cette surface. Nous allons 
voir qu'il n y a qu'une serie d'hyperboloides de Involution qui touclteut la 
aurfaoe reglee suivant la memo droite. Luu de» paraboloide* hyperboli- 
ques tangens A une surface regl&ä suivant une droite, ext tres remarqua- 
ble; c'est celui dont les directrices aont perpendtculatres a la droite de 
contact. Faisant tourner le paraboloide autour de la droite commune ä 
eette surface et A la surface regime, il devieut normal u cette derniere sur- 
face suivant la meme droite: d'ou suit cotto proposition gendrale: 

„Une aurface reglee qudcomrae a pour aurface normale, suivant une 
„droite donnee, un paraboloide hyperbolique qui a pour directrice» de sa 
„ gtfneratricc trois normales a la surface mences par trois poiuts de la 
„droite donnee de cette aurface (voyez lea «Siemens de geome'trie a trois 
„dimeusions, en 8™, annee 1817, page 56J." Titre: De l'hyperboloide 
de revolution tangent a une surface reglee suivant une droite de cette 
surface. 

On sait (voyez page 67 du taute 1 de geometeio descriptive) que l'hy» 
perboloide de revolution est une surface engendree par une droite mnbüe 
qui tourne autour d une droite fixe; qua la plus courte distance de ces 
deux droites est le rayon du corcle de gorge de la «urface ; «nie toutea lea 
droites de la surfece appartieunent a deux series teile« quo les droites de 
cbacune d'elles ne se coupent pas, et sont toutes ooupees par une droite 
quelconque de l'autrc serie; que les droites des deux series sont i'galement 
inclinees par rap]K>rt au plan du cercle de gorge, s*y projetent suivant des 
tangentes a oe cercle, et ont lcurs paralleles sur un cöne droit dont l axe 
et le cote sont respccti* ement paralleles u laxe de revolution et a la 
droite generatrice de lhyperboloide consideYc* dana une position quelconque. 
Ces diverses propositious etant admises, on en deduit les deux suivantes: 

1. 

„Un hyperboloide de revolution est determiiie par ces deux con- 
„ditions de passer par une droite donnee, et par une parallele a chacune 
„des deux autres droites aussi donnecs." 

Soieut A, B t C trois droites donnees, situees d une ntaniere quel- 
conque; par un point de l'espace pris a volonte, on meue des paralleles 
a oes droites, et u partir de ce point, on porte sur les paralleles une lon- 
gueur arbitraire; co qui determiiie trois points par lenquels ou fait passer 
un cercle, base du cöne droit, dont la surface comprend les trois paralle- 
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les« Ayant mene* un plan perpßndiculaire ä Taxe de ce c6ne, on y projete 
les trois droites donnees A, B, C suivant trois nouvelles droit»*». Lo cercle 
tangent a ces dernieres droit«» est le cercle de gorge d un hyperboloidr- 
de revolution qui comprend Tun«! des trois droites A t B, C, et une paral- 
lele ä chacune des deux autres droites. 

o 

„Et out donnee une droite de la surface regime generale , et trois 
„normales en trois points de cette drohe, Ie paraboloide byperbolique, 
„dont la generatrice a pour directrices ces trois normales, est Ie Heu 
, , geometrique des axes de reyolution de tous les Hyperboloides de rttvolution 
„taugen» a la «urface regU-e suivant la drohe donuee de oette surfcce." 

Soit A la droite commune o k surlace reglee generale et A Hy- 
perboloide de reVolution qui a cette droite pour generatrice, et pour axe 
une droite queleonque P du paraboloide byperbolique. Cbaque normale 
a la surfaoe reglee menee par un point de la droite A, est perpendicu- 
laire ä cette droite, et de plus ooupe par hypoth^ae Taxe de revolution P; 
donc eile est normale k I'byperboloide de revolution. Cot byperboloide et 
la surfaoe reglee generale ont donc trois nerraales eommunes en trois 
points d« la droite de eontact; d'oü il suk que Ie eontact des deux sur- 
faecs a lieu suivant la droite entiere qui leur est commune (voyez Ie traite 
de geometrie doscriptive, «Mition 1828, page 96, art. 161). 

Paris le 13. ferner 1832. 

P. S. J'ai donne cette annee, au cours de geom&rie descriptive de la 
faculte des seiences de Paris, la Solution du probleme suivant: 

£tant donnees quatre droites formant un quadrilatere gauche, trou- 
ver l'aro et le sommet du paraboloide hyperbolitpje qui contient oe 
quadrilatere. 
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27. 

Note sur la surface dont l'aire est un minimum entre 

des limites donne'es. 

(Par Mr. Poisson a Paris.) 

ü- des premieres apph'cations que Lagrange a faites du oaloul des 
Variation«, a hi 1a determination de la surface dont l'aire est un minimum 
entre des limites donne'es: application tres propre a montrer favantage 
de son nouveau calcul sur les methodes ingenieuse* qui l'avolent prect'de ; 
car fl auroit ete difiidle de les etendre aux maxima ou minima des inte- 
grales doubles et par eonsequent a de* questions relatives aux suriaoes. 
L'equation que Lagrange a «rouvee est, comme on sait, aux differenoes 
partielles du second ordre. Monge la inte*gree sous forme finie, mais 
par des considerations qui n'ont pas paru adnussibles et qui ont donne* 
Heu a de longues discussions eotre Laplaee et lui. Mr. Legendre a 
ensuite obtenu la memo integrale, au mojen d une transformation appli- 
cable u tine classe nombreuse d'equations du second ordre*) qui ne peut 
lainser aucun doute sur l'exactitude du resultat. Malb eureusement on ne 
saurait tirer aucune partie de cette integrale qui se trouve coropliquee de 
quantites imaginaires, et exprimee par le Systeme de trois equation* entre 
deux variables auxiliaires et les coordonnees courantes de la surface. Mais 
outre la difficulte* qui resulte de cette forme de 1 'integral*» generale dans 
laquelle U parait au moins tres difficile de dAerminer les fonctions arbi- 
traires, 3 s'en presente une autre relative au nombre de ces fonctions quo 
la question peut comporter. 

En efFet, le probleme de 1'aire minima comprend deux questions 
distinctes : ou bien on donne deux courbes ferm<*es et J'on propose de les 
joindre l'une u l'autre par une z6ne de surface, dont 1 e*tendue soit la plus 
petite possible; ou bien, on ne donne quune seule courbe fermee, et fl 
s'agit de h-ouver une surface teile que l'aire de la portion circonscrite par 
cette courbe soit un minimum. Loraque, par exemple, on pratique une 
ouverture a la surface d un vase qui conti ent un liquide, l'aire de la sur- 
face par laquelle il Glut multiptier la vitesse et la dure*e de l'ecoulement, pour 

*) Tratte 1 du calcul integral dt Mr. Lacroix, page 622. 
VnW* Journal i. M. Bd. Vm. IIA. 4. 47 
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calculer le voIume du fluide ecoule*, est precisement laire minima correspon- 
« Kiiit au second oas du probleme qui presente ainsi une application utile. 

Or, dans le premier cas, la questiou et JL integrale coraplette quon 
a trouvee, out un meme degre de generali^ ; et le« deux courbea don- 
ncei» determinent implicitement les deux fonctions arbitraires que cette in- 
tegrale reuferme. Dans le second caa, au contraire, la courbe donnee, 
ne peut servir a de*terminer qu'une seule fonction arbitraire. L'une de 
oe» fonctions restera donc iudeterminee, et lintegrale aura plus d'etendue 
que la question quelle doit servir u resoudre. Si la oourbc donnee est 
plane, la surface demandee est le plan meme de cette courbe. Si eile 
est u double courbure, cette surface n'est pas connue a priori; jnais eile 
doit etre unique et dctermiuee ; et le probleme n'est pas resolu, tant qu'il 
reste encore quelque chose d indetermine daos son equation. 

Pour resoudre cette difliculte, j'ai considere* specialement le cas ou 
la surface demandee ne s'e'carte pas beaucoup d'un plan donne*. En met- 
tant l'integrale de son equation aux düTeVentielles partielles sous une forme 
dUferente de celle qu'ou avoit trouvee, j'ai reconnu que l'expression de 
l'une des coordonnees courantes, en fonction des deux autres, contient des 
termes qui deviendroient iufinis dans un point de l'aire minima, daus le 
secoud des deux cas du probleme, et qu'il faut oonsequemment les sup- 
primer comme ctrangers n la question. Dans le premier cas ces termes 
conservent une raleur flnie dans toute I'etendue de la zdne de surface 
qu'il s'agit de determiner; en les supprimant dono dans l autre cas, on de- 
vra les couserver dans celui-ci; et de cette maniere l'expression de l or- 
donnee d'un point quelconque de la surface, se trouve avoir, dans Tun et 
l autre cas, le degre" de generalite" que la question coroporte. Ensuite, par 
la mi'thode dont j'ai fait usage dans dautres memoire«, on determine tou- 
tes les quantites arbitraires que contient cette expression, soit au moyen 
des deux Ii mite« donnees de la zöne minima dans le premier oas, soit au 
moyen de la courbe unique <pii circonscrit laire minima dans le second oas. 

De cette maniere la Solution du probleme est complettement acbe- 
re>, daus les deux parties qu'il präsente et <[ui sont, quoique dependantes 
de la meme equation aux difleYences partielles, deux problemes distinets, 
quaut a la determtnation des fonctions arbitraires. 

On donnera dans uo autre numero de 08 journal le memoire dont 
rotte note est un extrait. 
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28. 

Über die niedere Sphärik. 

( Voo Herr« Trof. C Gudermann in Cleve. ) 

\ )< i der Bearbeitung meines Grundrisses der analytischen Sphiirik wurde 
ich aufmerksam darauf» dals die Sphärik, diese überaus nützliche und lehr- 
reiche, aber auch eben so sehr vernachlässigte Disciplin, noch des gehö- 
rigen Grundes und Bodens entbehre, auf welchen sie mit Festigkeit ge- 
stützt und wohlgeordnet aufgebauet werden könne. Es wurde der Ge- 
danke lebhaft, dals eine rein geometrische Behandlung der niederen Sphä- 
rik allein im Stande sei, diese feste Begründung hervorzubringen. Auch 
die sogenannte sphärische Trigonometrie insbesondere, welche wegen der 
häufigen Bedürfnisse ihrer Anwendung am meisten ausgebildet worden ist, 
erscheint dem unbefangenen Beschauer nur als eine durch Rechnung auf- 
gelösete geometrische Aufgabe gröberen Umfänges, und bietet in dieser 
Gestalt wenig Lehrreiches dar; abgesehen von der hohen Wichtigkeit ihrer 
Resultate selbst kann sie dem Anfänger kaum zu etwas Anderem dienen, 
als eine gröfi&ere Fertigkeit im Rechnen mit trigonometrischen Functionen 
bei ihm hervorzubringen. Tom Dreiecke selbst erfährt und lernt er wäh- 
rend der Rechnung Nichts, die herausgebrachten Formeln sind ihm nur 
Rechnungs- Resultate, die er auch als solche kaum weiter beachten würde, 
wenn er nicht wülste, dafs sie viele Anwendungen gestatten. 

Es kann aber die niedere Sphärik, welche es nur mit Raupt- und 
Neben -Kreisen und Figuren auf der Kugel zu thun hat, die von Kreisen 
begränzt sind, auf eine mehr geometrische Heise, und zwar auf ähnliche 
Art behandelt werden, wie die niedere Planimetrie von den alten und neuen 
Georaetern Itchandelt worden ist. Statt der Rechnimg ist dann die Con- 
struetinn das Hülfsmittel. Einige mögen glauben, was auch ich einst 
glaubte, dals eine Bearbeitung der niederen Spbürik nach dem bezeichne- 
ten Plane kaum ausführbar sei, und gleichwohl ist diese Behandlung sehr 
einfach, und mit keineu gröberen Schwierigkeiten verknüpft, als die ähn- 
liche Behandlung der Planimetrie. 

Unter dem Titel: „Ausführliches Lehrbuch der niederen 
Sphärik' wird noch im Laufe dieses Jahres (bei Du Mont- Schanberg 

47* 
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in CSIn), wenn keine erhebliche Hindernisse in den Weg kommen, ein 
Werk erscheinen, welches nach der vorhin bezeichneten Idee die niedere 
Spharik behandelt, und wenn ich nicht irre, fast au derselben Stufe der 
Ausbildung gebracht hat, auf welcher die elementare Planimetrie gegen- 
wärtig steht. Auch die sogenannte sphärische Trigonometrie, welche nur 
einen verhaltniismäisig kleinen Abschnitt des Werkes ausmacht, ixt in 
gleicher Weise behandelt worden. Nach einander gehen alle Lehrsätze 
und Formeln derselben auf dem construirenden W ege in einfacher Weise 
hervor, und man wird hier, wo man so leicht eine Yergleicfaung anstellen 
kann, am deutlichsten die Vorth eile dieser Methode erkennen. 

Die sogenannten G aufs' sehen Proportionen, um ein Beispiel anzu- 
führen, welche in so vielen Abhandlungen und greiseren Werken, überall aber 
als Resultate langer Rechnuiigs-Combinationen dargestellt worden sind, wer- 
den im genannten Werke einer entfachen sphärischen Construetion, und zwar 
auf zweifache Art, unmittelbar entnommen, oder geometrisch nachgewiesen. 

Die greise Einfachheit und Kurse dea Verfahrens hat zur Folge, daü 
ein grober Stoff zur Behandlung kommen konnte, und so wird man im 
genannten Werke sehr allgemeine Gesetze entwickelt finden, welche völ- 
lig neu sind, weil auch die entsprechenden Gesetze der Planimetrie ver- 
geben* in den von ihr handelnden Schriften gesucht werden dürften. 

Um eine Probe der Behandlung vorzulegen, welche den Leser in 
den Stand setzt, einUrtheil im Voraus über das Werk Zugewinnen, wähle 
ich die Entwickelung von ein paar Sätzen, auf welchen die Verwandlung 
und Thcilung der sphiir. Figuren beruhet, wobei aber aus leicht zu begreifen- 
den Gründen eine gröfsere Kürze eintreten mag, ab an der entsprechenden 
Stelle in dem auch für Anfänger bestimmten Werke selbst Statt findet. 

I. Halbirt ein Hauptbogen mn (Taf. IV. Fig. 1.) zwei Seiten AC 
und BC eines Dreiecks ABC in m und n t und fallt mau von den drei 
Ecken des Dreiecks die Perpendikel AP, BQ und CR auf mn, so sind 
diese drei Perpendikel gleich lang, ferner ist der Bogen mnes^ t UD j 
endlich ist das Dreieck ABC so grofs als da» Viereck APQB, dessen eine 
Seite die von mn nicht halbirte Seite des Dreiecks ist. 

Da iiümlich die Dreiecke APm und CRm, ferner BQn und CRn 
offenbar congruem sind, so erhellet auf der Stelle, daf* AP = BQ=z CR 

sei; ferner ist Rm=Pm und alsoÄm = ^, ebenso Ä«=^?, und also 
Rm + Rn=s rR + QR , oder mn=*ß. Endlich ist das A ABC— dem 
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Vierecke AmnB + CRm + CRn = AmnB -\-APm -\-BQn oder A ABC— 
dem Vierecke APQB. 

Zusatz 1. Fällt man von der Mitte D der Grundlinie AB «in 
Loth DE auf m n, so steht DE auch Renkrecht auf AB. 

Verlängert man die Perpendikel AP und BQ, bis sie sich in X und 
Y schneiden, so sind diese beiden Gegenpuncte offenbar die sphärischen 
Mittel puncto des Hanptkreises mn, und es ist also YP— YQ=XP=XQ 
= 90°, und weil DE auf mn senkrecht steht, so geht seine Verlängerung 
durch X und Y. Weil ferner AP=BQ f M nt auch XA=XB, mithin 
stimmen die Dreiecke XDA und XDB in den drei Seiton überein; sie *iud 
also symmetrisch, und hieraus folgt, dafs DE auf AB senkrecht steht. 
Schneiden sich mn und AB in v, so Ist also v das Centrum von XDEX 
und der .Bogen DE das Maafs des Winkels v. 

Aus der Gleichheit der Winkel AXD und BXD Iblgt ferner, daf» 
PE=QE=mn sei. 

Zusatz 2. Beschreibt man aus X und Y Kreise mit einem Ra- 
dius, welcher =XA ist, so sind sie Gegenkreise, wovon der eine durch 
A und B, der andere aber durch den Punct C geht. Aber weil sie Ge- 
genkreise sind, so geht der erste auch durch den Gegenpunct C von C, 
und der zweite geht durch die beiden Gegenpuncte von A und B. (In 
der Figur ist A' der Gegenpunct von A.) 

Das Dreieck ACB befindet sich also zwischen zwei Nebenkreisen, 
welche (in gleichen Abständen vom Hauptkreise mn) mit mn eoncen- 
trisch (parallel) sind. 

Zusatz 3. Wenn die von den drei Ecken eines Dreiecks ABC 
auf einen Hauptkreis m n gefällten Perpendikel AP, BQ f CR gleich lang sind, 
so halbirt der Hauptkreis mn zwei Seiten des Dreiecks, und schneidet die 
dritte Seite in mrer Verlängerung so, dafs der Durchschnittspunct von der 
Mitte dieser Seite um einen Quadranten entfernt ist. 

Nach Umständen müssen die vorigen Beweise eine leicht zu findende 
Änderung erhalten, die Sätze selbst gelten aber auch dann noch, wenn einer 
von den beiden Winkelnd und B im Dreiecke ABC gleich 180° ist, in wel- 
chem Falle das Dreieck ACB die Form eines Zweiecks ABA' hat. Der 
Kürze wegen mag hier diese Bemerkung sehon hinreichen. 

DT. Sind zwei Dreiecke ACB und ACB in Fig. 2. über derselben 
Grundlinie AB constrnirt, und halbirt ein Hauptbogen m n die drei Seiten AC, 
BC y AC in m, n, m\ so halbirt er auch die vierte Seite BC in n', ferner ist 
mn^m'n' oder mm'=*nnf, und die beiden Dreiecke ACB und ACB 
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Fällt man nemliob die Perpendikel AP, BQ, CR und CR', so ist 
nach No.I. AP=BQ=CR = C'R' und mn^^, auch kt das Dreieck 
ACB so grof* als da» Viereck APQB. Weil aber C Ä' ist, n sind 
auch die Dreiecke C'R'n' und BQn' congment, es ist also Bn' = Cn'i 

nun aber folgt eben so, wie oben, data m'n' = -^r, «d»» mn=zm' n' sei. 
Kerner sind die beiden Dreiecke ALB und ✓/Cfi dem Vierecke APQB 
gleich und al*o seibat gleich. 

Zusatz 1. Wenn, wie vorhin, der Bogen mn die Seiten AC und 
HC halbirt. und das Dreieck AC'B auf dem Hauptkreise m n einen Bogen 
m' n' iutercipirt, welcher sxzmn ist, so kann leicht bewiesen werden, dal« 
der Hauptkreis mn auch die Seiten AC und BC halbirt, und dafs mithin 
die Dreiecke ACB und AGB gleich grofa sind. 

Z u s a t z 2. Wegen der Gleichheit der Perpendikel JQ, BQ, CR und 
CR' sind die beiden Dreicke ACH und AC'B zwischen zwei Gegenkreiseu 
enthahen, welche in gleichen Abstünden vom Hauptkreise mn damit con- 
centrisch sind. Der eine Kreis geht durch die Puncto A und B und durch 
die beiden Gegenpuncte von C und C, der andere Kreis geht durch die 
Punote (' und C und dnrch die Gegenpuncte von A und B. Die Perpen- 
dikel AP, BQ, CR und CR' schneiden sich in den Puncten X und Y, welche 
<!i ■ sphärischen Mitteipuncte der drei so eben genannten Kreise sind. 

Zusatz 3. Haben die Dreiecke ACB und ACH über derselben 
Grundlinie AB gleichen Inhalt, so halbirt ein Hauptkreis mn, welcher die 
Seiten AC und BC halbirt, auch die Seiten AC und BC. 

Auf diese Satze stützen sich nun die Constructionen , wodurch ein 
*l »biirische« Dreieck in eiu anderes verwandelt wird, und welche also auf 
drei verschiedene Arten ausgeführt werden können. 

III. Wenn in Fig. 1. der Hauptkreis mn die Seiten AC und BC 
eines Dreiecks ACB iu m uud n halbirt, die dritte Seite AB aber in • 

AB 

schneidet, und man vfi^=nm uud vX= -,— = AD macht, so ist der Haupt- 
bogen >v« senkrecht auf \v, und aufserdem verhalt Bich das I>rei«*ek ACH 
zur ganzen Kugelflä'chc, wie der Bogen Xp zum Umfange eines Ilanptkreise*. 

Zieht man uentlich den Hauptivogen Aft, wovon AB in t geschnit- 
ten wird, so ist nnch dem vorige» Satze, wobei man das Zweieck ABA' 
als ein Dreieck ansieht, das Dreiec k ACB so grob* als das genannte Zweieck ; 
ferner ist A p — A'y. und also A u a= W, wie auch Bv =zA' y. Nun ist aber 
Ak=zAD + Dh = hv + D\ oder AK^Dv, uud da Dv=9Q v ist, so ist 
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auch Ah — W, also /^X — Aft; daher ist A das Centrum von \p, und also 
> H senkrecht auf > v. Ferner verhält sich offenbar das Zweieck AK Äfft 
zur ganzen Kugel fläche, wie der Bogen \p zum Umfange eine« Hauptkreise!«, 
und da das Dreieck ACH mit dem Zweiecke gleichen Inhalt hat, so ver- 
hält sich auch das Dreieck ACH zur ganzen Kugelfiäche, wie der Bogen 
rinn Umfange eines Haupt kreist*. Der Bogen A/* ist offenbar au ob das 
Ma9fs des Winkels KAfi. 

Zusatz. Der Winkel ftAP fat ein rechter. Denn da m n = PE= QE 
ist, so ist Pit=PE-\-EfAz=nv-\-Rp oder auch P,u=£v=90", und da auch .-tu 
= 90 ist, so ist n das Centruni von XAPY t also der Winkel PAu eiu rechter. 

Hierdurch ist also die Richtung von Ap ebenfalls auf eine einfache Art 
bestimmt, und der Winkel r\Au. weleher sich zu 360? verhält, wie das Dreieck 
ACH zur ganzen Kugelflüche, kann hiernach jedesmal leicht construirt werden . 

Auf die so eben bewiesenen Satze gründen sich die Constnictionen, 
wodurch Dreiecke und üherliaupt sphärische Figuren nach gegebenen Ver- 
hältnissen getheilt werden. 

IV. Auoh die bekannte Formel, nach welcher man den Inhalt A 
eines Dreiecks AHC aus seinen drei Winkeln A> H t C berechnet, kann nun 
unmittelbar der genmetrischen Construction entnommen werden. 

Es sei wieder in Fig. 1. X das sphärische Centrum des Hauptkreises 
m n und C der Gegeupunct von C, dann ist XA—XBz=.X(* % Daher ist 
der Winkel XAB= C'Ali— VAX oder XAB—CAB—ACX y und X AH 
= XHA = C'HA — CHX = CBA — BC'X, und also XAB 8 XBA = 

9^I±£M^i1£?.. Da nun aber C'AB=z*—A, C'HA^k—B und 

AC'B= C ist, so ist XAB^v— ±t*±£ „ nf \ a | 80 de r Winkel HAP—ABQ 

Ä d±*±£ 4 Da ferner der Winkel PA* = »0° = | ist, so ist der Winkel 

XAp mb Ap tns ±£*±£z^ : 

Bezeichnet nun r den Radius der Kugel, so ist die Kugelfiäche = 4 
man hat die Proportion 

A:4wr« «,^±5+511* -2», und also A es (A-\-B-{-C — *)./•*. 
Ist also der Kugelradius die Einheit, so ist A = A-±ß-\-C — tt, also 
X/ttssy. Daher ist Kfi das Maafs für den halben Inhalt des 
Dreiecks ABC. 

In der vortrefflichen Abhandlung: „Verwandhing und Theilung sphä- 
rischer Figuren durch Constructiou im zweiten Bande dieses Journals (S. 45 
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u. f. f.) ist der Satz: dal* der Ort der Scheitel aller sphärischen Dreiecke 
Über derselben Grundlinie und von gleichem Flücheninhalte ein bestimmter 
kleiner Krek ist, welcher durch die beiden Gegenpuncte der Endpuncte 
der Grundlinie geht, aus der Formel A = A -f- B -f- C — <jt vom Herrn 
Steiner geometrisch bewiesen worden» 
Die vorige geo» 




tung entnommen wurde, und die Gleichheit de» Inhalte« der Dreiecke is 
durch, dafs jene Formel nicht benutzt worden ist, noch viel evidenter gewor- 
den. Da ferner aufser der vom Hrn. Steiner angewandten Construction bei 
der Verwandlung eines Dreiecks in ein anderes noch zwei andere Constrno- 
tionen nachgewiesen worden sind, welche nur ein Ziehen von Hauptbogen, 
nicht aber ein Beschreiben von Nebenkreisen erfordern, und wodurch also auf 
eine einfachere Weise dasselbe geleistet wird, so können 'ho mehreren vom 
Hrn. Steiner am genannten Orte aufgeloseten Aufgaben durch noch ein- 
fachere Constnictionen aufgelöset werden. Um diese Behauptung zu recht- 
fertigen, mag die Auflösung einer Bolchen Aufgabe hier einen Platz finden. 

V. Man soll ein Dreieck ACB in Fig. 3. durch eine Scheitellinie halbiren. 

Man constnüre, wie in Nu. III. den Bogen PR, welcher sich zum Um- 
fange eines Hauptkreises verhüll, wie das Dreieck ACB zur Kugelflüche, indem 
man AC und HC durch mn halbirt, wovon AB in Q geschnitten wird, und 
QP=mn, QR-=*4~ macht. Wird nun PR durch QS halbirt, wovon AC in 
H und BC in v geschnitten wird, und ftD=u~ei t v E= v B gemacht, so wird das 
Dreieck durch jede von den beiden Scheitel- Linien BD und AE halbirt. 

Zieht man noch eine dritte Scheitel -Linie CF, wodurch das Dreieck 
ACB ebenfalls halbirt wird, so schneiden sich die drei Scheitel-Linien BD, 
CF in einem Puncte, was meines Wissens in der vorhin erwühnten Abhand- 
lung vom Hrn. Steiner zuerst geometrisch bewiesen worden ist. Unter den 
durch das Ziehen der Scheitel-Linien entstandenen Abschnitten der Seiten des 
Dreiecks giebt es mehrere bemerkenswerthe Rektionen, welche hier noch 
einen Platz finden mögen. Weil die Dreiecke^C£ und DVD den Winkel C ge- 
mein und gleichen Inhalt haben, so ist tang^CL). tangj CJ3=tangJ CE. tangj CA. 
Solcher Gleichungen giebt es drei, und durch ihre Multiplication findet man 

1 . tang \AF, taug \ BE. taug \CD = taug ' ; BF. tang \ CE. tang \ AD. 
Ferner ist 

ün}AACf ^ AF ^}FJ ^ 9 und .in T AZ?Cf 

f co» J LA * cus J Ca 7 

a k° bö'' man er ^ ölt offenbar noch zwei ähnliche Froportto- 
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nen, und hieraus folgt 

2. sin i AF. sin \ BE . sin { CD — sin $ BF. sin i CÄ . sin { ^Z>. 
Wird diese Gleichung durch die vorige dividirt, so erhalt man die folgende: 

3. cos i^'. oos J BE. cos J (7> = cos \ BF. cos i G'£ . cos { AD. 
Wird das Product der beiden letzten Gleichungen mit 8 multiplicirt, so er- 
halt man die neue Gleichung 

4. »in AI . sin BE. sin CD — sin BF. sin CE.tinAD, 
und diese drückt gerade aus, dafs sich die drei Scheitel-Linien AE t BD und 
VF in Einem Puncte schneiden. 

Den Beschlufs dieses Aufsatzes machen noch einige "Worte über die 
Spharographik. Das Studium der Spbärik würde unstreitig mehr Liebhaber 
gefunden haben, wenn die graphische Darstellung sphärischer Constructionen 
in einer genaueren Zeichnung wenigere Schwierigkeiten darböte. Es ist aber 
gleichwohl eine leichte und daher hoble Kugel von intifsiger Grübe, auf deren 
Oberfläche selbst die zusammengesetztesten Constructionen in einer genauen 
Zeichnung leicht ausgeführt und auch eben so leicht wieder ausgelöscht wer- 
den können, leicht zu Stande zu bringen, und es ist in der That auffallend, 
dab eine so einfache Idee nicht schon längst zur Ausführung gekommen ist. 
Eine von mir selbst zu dem Ende augefertigte Kugel entsprach, ungeachtet 
mancher Un Vollkommenheiten in der technischen Ausführung, dem beabsich- 
tigten Zwecke schon so sehr, dafs ich mich bewogen fühlte, einem Mechanicus 
die Anfertigung eines vollständigen sphürographischen Apparates, welcher nach 
meiner Angabe aus der Kugel, aus einem sphärischen Lineale, aus einem sphä- 
rischen Transporteur etc. bestehen wird, aufzutragen, und ich bin ermächtigt, 
anzuzeigen, daCs in dem berülunten Lager mathematischer und phjsicalischer 
Instrumente, Maschinen und Apparate von J. V. Albert in Frankfurt a. M. 
der genannte sphärographische Apparat zu haben ist. Ein solcher Apparat ist 
auch nützlich beim geographischen und astronomischen Studium. In erster 
Hinsicht leistet die Kugel allein schon wichtige Dienste. Ein Anfänger, wel- 
cher die Umrisse der Welttheile einige Male auf eine solche Kugel gezeichnet 
hat, wird sich ein lebhaftes Bild derselben einprägen, er wird demnächst es 
eben so machen mit den Gebirgszügen, mit den Hauptflüssen und mit den Be- 
grenzungen der einzelneu Länder, und, allmälig weiter ins Einzelne gehend, 
wird er sich in kurzer Zeit auf diesem practischem Wege eine umfassende 
Kenntnifs der Geographie erwerben, welche kaum je wieder aus dem Ge- 
dächtnisse verschwinden wird. 
Im März 1832. 



Cr*Oe'. Joanul d. M. Bd. Till. Hit 4. 48 
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29. 

Analyses des transversales appliquee ä la reeherche 
des proprietes projectives des lignes et surfaces 

geometriques. 

(Saite du memoire No. 3. cah. 1., No. 7. cah. 2. et No. 18. «h. 3.) 
(Par M. /. V. Ponctlet, chef de Bataillon du Gews.) 

211. Pour demontrer, tout dabord, qu'en effet la courbe est ge*neVaIe- 
ment possible sous ces donnees, ou que renonoe* ci-dessus ne contient 
rien d'incompatible avec la nature des lignes geometriques , nous suppose- 
rons que ap, by, er, ds, .... soient les m transversales oonuderees, por- 
tant respectivement le Systeme des m points p , /»', p", . . . . , celui des 
m points tj, p', y", celui des m points r, r 1 , r", .... et ainsi de 

suite, lesquels sont tous censes dounls ä priori. Ces systemes apparte- 
nant dono, par bypofhese, u la meme courbe gcomc*trique, doivent, Iors- 
qu'on les combine 3 par 3, 4 par 4 etc. donner lieu a des relations m«5- 
triques analogues u celle du No. 165. et qui se rapportent respectivement 
aux differens triangles, aux difi^rens quadrilateres etc. formes par les trans- 
versales dont il s'agit. 

Mais, d'apres la nature meme de ces relations, il parait evident que 
toutes ne sont pas distiuctes, et qu'un certain nombre d'entre elies com- 
portent naturellement les autres, ou peuvent les reproduire quand on les 
combine convenablement entre elles, par voie de multiplication ou de division. 

En particulier, U est clair que les relations qui appartiennent aux 
quadrilateres, aux pentagones etc., sont toutes comportees par colles qui 
se rapportent aux simples triangles; et meme on peut prevoir que, parmi 
oes dernieres, il en est toujours un certain nombre qui sont comportees 
naturellement par toutes les autres. En6o, puisque cbacune des relations 
dfstinctes et vraiment essentielles permet de construire imme*diatement 
(166., 175. etsuiv.) Tun quelconque des points qui s*y rapportent sans 
recourir au traco effectif de la courbe, on voit egalement qu'une partie 
des m 1 points coiisideVes sur les differentes transversales ap, ao, ar t .... 
ne sauroicnt etre pris d'une maniere entierement arbitraire, et doivent depen- 
dre des autres suivant une I oi indiquee par les relations meines dont il s'agit. 
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212. Afra de legitimer oompl&eraent ces diderentes assertions, 
nommons, en glneral, ft le nombre des transversales considerees; d&a- 
chons en une queloonque ponr la combiner succe&sivement aveo les u — 1 

autres prises deux ä deux, il en r&raltera ""^ ^"^ triangles differens 

dont les systemes d'intersections, aveo la courbe, donneront lieu A un egal 
nombre de relations (165.) endemment distinctes entre dies, puisque les 
Rommel» opposes A la transversale qui contient A la fois toutes les bases 
de ces triangles, seront eux memes distinctes entre eux, aussi bien qne 
les segmens qui les concernent dans cbaque relation. Or 0 est facile de 
se convaincre que ces equations, combinees 3 ü 3 dans un certain ordre, 
par voie de multiplication ou de division et de maniere A en eliminer com- 
pl&ement tous les produits relatifs A la transversale dont il sagit, repro- 
dnüront necessairement les diflerentes relations qui se rapportent aux trian- 
gles forme* simplement par les intersections mutuelles des 1 autres 

Mais, puisqu'on obtient ainsi le Systeme complet des Equations re- 
latives A tous les triangles possibles, il est clair que, par la combinaison 
mutuelle des prececlentes , on obtiendra aussi successivement toutes oelles, 
du meine genre, qui peuvent appartenir aux düTerentes autres figures po- 
lygonales formees par les rencontres des m transversales proposees. Oonc 
cnfin le nombre des relations ve*ritablement essentielles ou independantes, 

se reduit A — ~ ^~ 2 ^ seulement, et ces equations pourront servir A d&- 

terminer un pareil nombre des intersections de la courbe proposee aveo 
no& n transversales. 

Ainsi, par exemple, dans le probleme ci -dessus (209.) ou le nombre 
des transversales est precisement egal A celui m qui marque le degre de 
la courbe, on pourrait se donner, d'une maniere tout A fait arbitraire, les 
m intersections de ehacune des deux premieres transversales, m — 1 inter- 
sections de la 3% m — 2 de la 4* . . . ., enfin 2 seulement des intersections 
de In #»• ou derniere; moyennant quoi on devrait pouvoir construire, A 
l'aide des Equations qui se rapportent A ces transversales, toutes leurs au- 
tres intersections avec la courbe, lesquelles sont efFectivement en nombre 

1+2+3. ... +m-2= (m ~ 1) ^ m ~ 2) . 

48« 
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Si le nombre des transversales, au lieu d'etre m, eteit m+1, celui 

des intersections susceptibles dY-tre de*terminees ä priori, serait rn' m - j" !) , 

c'est-d-dire superieur de m — 1 unites au preceMent, et celui des inter- 
sections arfoitraires serait simplement augmente* d'une unite'; ce qui s'ao« 
corde avec les considerations du No. 210. 

La suite de ce %. offrira d'ailleurs des exemples de la maniere dont 
od doit traiter les problemes qui se rapportent a la combinaison de donnees 
que nous venous de faire connaitre ou a des combinaison* äquivalentes. 

213. Revenons maintenant au probleme du No. 210.: nommons x 
le nouveau point queloonque, du plan de bi courbe, par lequel il s'agit de 
faire passer cette courbe en meme tenis que par les m 2 autres points dejA 
donnees sur les m transversales ap, bq, ds, .... (211.). Soit ax une 
derniere transversale arbitrairement menee par oe point, et rencontrant 
en a, b, c, d, . ... respectivement , les pre'ce'dentes qui oontiennent dt- ja 

les m intersections p, p', p" , les m intersections 9 , 9 ", , 

les m intersections r, r 1 , r", .... etc.; eile viendra determiner, sur la 
courbe, de nouveaux points d'intersection x' f x", x"\ . . . . , qui devront 
Stre en nombre m — 1 seulement, puisque cette courbe, eile meme, est 
supposee du degr^ m. 

Pour les decouvrir, nous nommerons b', c*, d', .... les intersections 
respeotives de la droite ap aveo bp, er, ds, .... respectivement; et, 
siderant les triangles successifs abb', acc', add', .... 
saux de notre courbe {m\ nous aurons (165.) cette suite d'equations 

jbec') _ (Vp) ax 

(ax') ~~ (b'q) (ap) bx' 

(ex*) _ (c'p) (er) ax 

{ax') "" * (c'r) (ap) c x 9 

(dx*) (d'p) (ds) ax 

(ax') — (d't) (ap) dx» , 
etc. etc. 
Dans lesquelles (ax') represente le produit de tous les 

ax', ax", ax'", , (bx 1 ) le produit de tous les segmens bx\ bx", 

bx 4 ", . . . ., (cjcO le produit de tous les segmens etc., dont aueun ne se 
rapporte au point donne* x, 

214. Ces equations, qui se presentent encore sous la meme forme 
que Celles du No. 207. ci-dessus, et dont les second membres 
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egalement que des quantites taute» donnees, oes ^mations, dis-je, 
£tant en nombre c"gal A oelui des points inconnus et exprimt».* jgg oon _ 
attendy qu elle« appartiennent respectivement aux 
A4', Pf', dd', . . . ., ou if, er, ds, ... ., on peut prevoir, 
a l'avance, qu elle« sont eflectivement aptes A construire geom^triquement 
les m — 1 points demandes, par des Operations analogues A oelles qui oot 
6u' exposees pour le cas ci-dessus (262. et 204.), ou Ton ne se donnait, 
en outre de x, que deux ou trofft groupes seulement de points de la courbe, 
situes m par m en ligne droite. 

Mais, non seulement ces equations suffisent pour deWroiner en t ir- 
rem ent, de position, Ies points x 1 , x", x'" t . . . ., de plus il n'en existe 
autre propre u remplir ce but, et qui ne soit une consequence 
des premieres. Car eile ne pourrait qu'etre relative enoore (212.) 
A Tun des triangles, A Tun des quadrilateres etc. formes par la traiuver- 
Bale arbitraire ax avec Ies transversales donnees ftp, bg, er, . . . ., et l'on 
retomberait directement sur cette e*quation, si on combinait oonvenable- 
meut les proposees avec toutes celles qui se rapportent aux propres inter- 
sections de ces dernieres transversales. 

Conaide*rant, par exemple, le triangle bnc form«' par la transversale 
ax avec deux quelconques nby, ncr, des autres transversales, oi 
(bx)(n q) (er) _ . (6*0 _ (bq)( n r)ca: 

{ecc)(bq)[nr) » W (ex 7 ) (nq)(er)bx' 

De plus, le triangle b'c'n, forme par les intersections mutuelles des 
versales ap t nbb'q, ncc'r, donne naturellement 

(b<q)(c'p)(»r) 
{b>p){c'r)(nq) ~ U 

Or 3 est aise* de se convaincre qu'en effet, si Ton divise la premiere des 

m — 1 equations du No. 213., par la seconde, et qu'on multiplie ensuite 

le resultat par celle qui vient d'etre pose'e en dernier lieu, on retombera 

precisement sur la preoeMente relative au triangle bnc d'abord considere'. 

215. Avant de passer u la resolution eifective du Systeme des 
equations du No. 213., nous insisterons sur l'importance de cette resolu- 
tion en general; car, independamment des questions des Nos. 207. et 210., 
elles en embrassent une variete* d autres concernant la description des ltgnes 
gcome'triques et la determinatioti de leurs intersections avec des droites de 
donnee. Par exemple, si oa applique les consideratioua qui pre- 
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oedeiit au problem* 8,ir ,es interseetions des transversales, mentioun^ vers 
la fin du No * 12 «» a paraitra evident, que, pour la combinaison de don- 
nees iH 8 ' v t* 0 "* 6 admise, l'intersection ioconnue de la 3* transversale, 
2 de la 4% les 3 de la 5% en6n les m— 2 de la m% seraient de"ter- 
minees, de proche en proche, par une, par 2, par 3, . . . ., enfin par 
m — 2 equations de la forme de Celles qui nous oecupent, en regardant 
d'aHleurs, dans ohaque Systeme d'equations, oomme eonnues les intersec- 
tions deju determin^es par les systemes d'equations precedentes. 

En gene*ral, on voit que, si on connaissait ä priori, ou si on avait 
determine" convenablement, n -f [ systemes quelconques d'intersections en 
ligne droite d'une oourbe plane de degre* m, et qu'il sagit de determiner 
ses m interseetions avec une nouvelle transversale arbitraire, on serait eon- 
duit (213.) a n equations distinetes, toujours de la meme forme generale, 
et qui seraient aptea a determiner n quelconques de ces interseetions; de 
sorte que les m — n autres devraient etre assignees ä priori ou par des 
conditio us äquivalentes. C'est ce qui arrive, par exemple, dans les pro- 
blemes des No. 108. et suiv. et dans tous ceux que nous avons mention- 
nes au No. 210., ou il s agit de construire la oourbe ii Taide de certains 
poiuts multiples pris pour p61es d une suite de transversales dont les in- 
terseetions distinetes, avec cette courbe, sont considerees comme inoonnues. 

Le seul cas pour lequel 1c nombre des equations est precisement 
egal au nombre des interseetions de la transversale arbitraire, repond evi- 
demment a celui ou m+1 systemes d'intersections en ligne droite seraient 

donnes ou connus a priori. Mais, oomme d'aprcs le Ko.212., m { -^~^ 

de ces m (m+1) interseetions peuveat etre determinee« directement par un 

pareil nombre de relations, on voit que m(rn+t)~m ( m ~ i) = m ( m j~ 3) 

seulement d'entre elles doivent etre oonaidere'es comme entierement arbi- 
traires: c'est, en effet, lä le nombre total des points ou des conditions 
indlpendantes necessaires pour fixer entierement, de forme et de position, 
toute ligne du degr£ m, situee sur un plan. 

Probleme ge" m-ral sur la divinoB de* bgaei droite« en parbe» donl les rapporta eompoces 

216. Afin de donner a cette partie de nos recherches, toute l'ex- 
teasion dont eUe est susoeptible et que me rite son importanoe, nous nous 
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proposoM de montrer grSncralement common t n-\-i points a, b, c, d f . . . 
... g, h etant donnern, a volonte, sur la direction d'ime meme droitc y et 
n autres points x, a. x", .... etant simplement definis par les n relations 

^=jt, g^-A £4=jw, .... ,^=p, fi^-a 

(ax) * (ax) * (ax) 9 (ax) » (ax) 

dans lesquelles K, L, M P, Q sont de nombres assigncs ä priori^ 

ou des rapports homogenes et quelconques de ltgnes, nous nous proposons, 
dis-je, de montrer comment, a l'aide de ces dorm res, od peut, de diffe- 
rentes manieres, ramener la construetion des points x, x', x", . . . . a 
©eile d'une courbe, de degre" n, contenant tous ces points, et dont Ie traee 
effeotif exige seulement qu'on sache deja construire «-1 ou n-2 points 
en Ugne droite amujettu a des conditions analogues. 

Afin de siinplifier un peu les raisonnemens, nous conviendrons, une 
Ibis pour toutes *), de deeigner par (X) la droite indefinie qui oontient les 
n points inconnus x, x', x", .... ainsi que les n-\- X points dormo» o, b, 
c t d, . . . . g- f h f et generaloment par (A) tonte transversale ou droite ar- 
bitraire contenant a, par (£} tonte transversale contenant b, par (C) tonte 
transversale contenant c etc.; ces differentes transversales etant daillcurs 
situees dans un plan unique passant par (-X). Enfin nous convenons dga- 
lement de designer par (AB) langte ou le Systeme des deux droites (A) 
et {B)> par (ABC) le triangle forme par la rencontre mutuelle des trois 
droites (--/), (B) et (C), en supposant d'ailleurs que C represente l'inter- 
section de (A) et de (Jt), A 1 'int rr.se et Ion de (B) et de (C) etc. 

217. Premiere Solution generale. Les Conventions qui precedent 
etant admises, concevons, par l'un quelconque a des points donncs sur (A ), 
la transversale arbitraire (A ) . prenons a volonte, sur cette droite, n points 
Pt p't p"* • • • •> distinets de a, pour y faire passer une ligue, du degre" n, 
que nous desigoerons par (n) et qui devra contenir, en outre, les n points 
jt, x ß > x", lesquels seront ainsi d&ermines quand (n) le sera. Par 

le point b, menons pareillement l'arbitraire (Ö). et, sur cette arbitraire, 
prenons les n — 1 points quelconques o\ q", o'", .... pour y faire passer 
egalement la courbe (n); la n* intersection o, de cette courbe et de (B) f 
sera eVidemment determinee en vertu de la premiere des eqnatious ci-des- 

*) Nous engagerons, da nouvenu ot Lnstamment, le lecteur da na paa nt'gligfr 
de decrire les figures donl il est feit meotion dan» le lexle, et sans leaqueilas il lui 
terait ki diflicile de suivre oos raieonn einen». 
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sus. Gar, le triangle (ABX) »'tant conaide're' oomme transversal de («), 
donnera La relatioo 

1 — ( Bp)(Xg)(Ax) ^ _ (ap) (Xq)(bx) 
{Xp){Aq)(Bx) (Xp)(bq)(ax)> 

attendu quid le sommet B du triangle (ABX) se confond avec a et le 
sommet ^ avec 6. 

On aura dono, pour de*terminer (166.) le pobt q sur (B), 

(ap)(Xq') (bx)Xq (ap)(Xq') „Xj . 
(Xp) (bq')(ax) bq ~" {Xp)(bq')'" bq ~~ '» 

equation dans laquelle il n'y a d'bconnues que X f et bg. 

Si d aflleurs K t'tait donne en produits de segmens, comme oela 
a lieu pour la question du No. 207. , il est elair (172. et suiv.) qu'on 
pourrait construire b'neairement le point g au moyen de tous lea autres. 
Et 0 est evident reciproquement, que Ia connaissance du Systeme des n 
points <?, f'f q" 9 • • . • et de oelui des n points p, p\ p" t . . . ., e*quivaut u 
celle du rapport £, et peut parconscquent teuir lieu de la preniiere des 
e'quations proposees. 

Menons pareillemeot la transversale arbitraire (C) par c, et pre- 
nons, sur eile, les n — 1 points queloonques r', r", r"', .... oonside'i-es 
encore oomme appartenans h (n); on oonstruira la n* intersection r, de 
(n) et de (C), en regardant, a son tour, le triangle (ACX) comme trans- 
versal de la courbe («) dont il s'agit; au moyen de quoi, le Systeme de 
oes n nouveaux points et des deux pre*ce*denB, devra encore ötre conse* 
eVraivaloir aus deux premieres des relations donnees, on tenir lieu de la 
connaissance de K et de L. 

On continuerait ainsi eVidemment tant que le nombre des systemes 
de pobts p, de points g, de points r, de pobts u, successivement 

deWmbes en cette mani^re, ou tant que le nombre des droites arbitraires 
(A) t (B), (C), .... (F) qui leur correspoudent, ne surpasserait pas n — 1; 
mais on ne saurait aller au dela vu que le Systeme des n points x, x', 
x" t . qui doit etre cense doun6 par les e'quations ci-dessus, reuni 
aus n — 1 autres systemes des n pobts p, des n points g, .. . ., des n 
points u que nous supposons appartenir, ainsi que le prcmier, m une courbe 
uuique du degrc* n, ne laissent plus d'arbitrairc (214.) que le choix d'un 
seul et dernier pobt, dont la connaissance, comme on va le voir, com- 
ple"te entierement les donnees grapbiques necessaires poin* de*termber 
cette courbe, et pour ramener son trace a la resolution de systemes de- 
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quations analogues aux proposees (211.), mais en nombre inferieur d une 
unite; ou, oe qui revient au meine, pour rameoer ce trac4 u oelui d'une 
autre courbe dont le degre* serait seulement n — 1. 

218. Pour le d^montrer, soit v oe point choisi ä volonte* dans le 
plan des droites (X), (A), (B), menons le» nouvelles droites vg et 
*A aux demiers point» g et h donnea sur (X); oe» droites que, «Tapres 
les Convention» preceuVntes , nous nommerons (G) et (H), renooutreront, 
de nouveau et respectivement, la courbe («), en n — 1 points y' t y" y 
y"'% .... «t en n — 1 points z", dont la d&ennination, 
je le repete, dependra de la resolution d'une quesu'on analogue u la pro- 
posee, mais a un orare moins eleve. 

Considerant, par exemple, la droite (G) ou vg en particuber, on 
prendra successivement chacun des n—i triangles (CX^), (GXfl), 
(GXC), .... (GXF), pour transversal de la courbe, ce qui donnern beu 
a autant de relations distiuctes de la forme de celles du No. 213., et qui 
»er on t, en effet, aptes u definir les n— 1 intersections y* $ y*\ y"' t . ... 
relatives n la droite dont fl s'agit, attendu que les valeurs des rapports 

(«*)» (**)' («)» ' 1 m en treront dans leurs seconds membres, seroot 

toutes donnees imm£diatement par les n equations primitives (216.) qui 
definissent les points x, x' t x" t .... Supposant donc qu'on sacbe deja 
resoudre, pour le degre" n — t ou pour n — 1 equations, le prob lerne ge"- 
neral qui nous occupe, et traitant le Systeme des points z" y .... 
comme on vient de le faire pour celui des points y 7 , y", y"' 9 . . . . , on 
connaitra n + 1 systemes de n points en b'gne droite, relatifs a la oourbe 
(n) t lesquels seront en nombre plus que süffisant (211. etsuiv.) pour en 
de'terminer les differens systemes dintersections avec une droite mobile 
autour de Tun queloonque de ces points, et ce a l'aide d'une suite d'equa- 
tions qui se rapportent, elles meines, toutes au degre* n — U 

219. On simplifiera un peu la prcmiere partie de ces construo- 
tions, celle qui se rapporte a la determination des points y', y" s y'"> .... 
et zf 9 z" 9 zf" f . . . . , en remarquant que , puisque les n — 2 points r', 
s' t .... et les n — 2 points <j" y r", s ", .... ont e4e pris d'une maniere 
entierement arbitraire, on peut les choisir respectivement sur les droites 
(G) et (//) qui joignent le point v aux deux derniers des points don- 
nes, g et k. 

Cfdlei tonul i). M. Bd. vm. HtLi. 49 



» 
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En effet, attendu que les n — 1 points v, f, f, s' appertien- 

dront alors A la courbe (*)> In droite (G) qui les porte, ne reneontrera 
plus celle - ci qu'en un aeul et dernier point y, que Ton construira iram/- 
diatement et bneairement (165. et 172.) en considerant (GXA) oomme 
un triangle transversal de cette meme courbe. On construira pareille- 
ment le n* point d'intersection z, appartenant u vh ou (i/), par la oonsi- 
deration du triangle (HXA)\ menant enfin la droite yz f que nous nom- 
merons (Y), eile reneontrera (n) en n—2 autres points qu'on determinera, 
a leur tour, en considerant les n — 2 triangles (YAB\ (YAC), (TAD), ... 
. . . (YAF) oomme transversaux de cette courbe; ee qui donnera , sur le 
champ, autant d'e'quations distinetes, de la forme des proposees, mais qui 
ne se rapporteront plus qu'au degre n — 2. 

La courbe (n) qui, par ses intersections avec (A') f donne les n points 
x, x' y x", .... demandes , devant contenir le Systeme des n points trou- 
ves en demier Leu sur (IT), ainsi que les n — 1 autres systemes de points 
c, de points r, .... de points v, situes sur les droites respectives (A „ 
(B), (C), .... (F), oette courbe, dis-je, qui doit en outre passer par v, 
se trouvera completement d&erminee (211. et suiv.) oomme dans le cas 
qui precede , et son trace sera ainsi ramene* a oelui d une serie d'autres 
eourbes d'un degre" moindre d'une unite* que le sien propre, et dont cha- 
eune n'exigera, a son tour, que des censtrueuons d'un degre moindre d'une 
unite, et ainsi de suite jusqu'A ce qu'on soit retombe' sur des construotions 
du second ou du premier degre' seulement. 

220. Deuxieme Solution g4n4raU plus simple. Ces eonstrnetions 
&ant enoore fort compliquees, on pourra les simplifier notablement, du moins 
en ce qui conoerne le trace de la ligne anxüiaire (n), si, au lieu de se 
donner un point ordroaire, tel que v, pow y faire passer cette ligne, on 
supposait que oe point fut multiple d'un certain ordre; seulement alors il 
faudrait dimintier, en consequence, le nombre des droites (A) } (ß) y (C) t .... 
ou des systemes de points arbitraires qu elle» portent. 

Supposant, par exemple, que v soit multiple de r ordre /i — 2, il 
est clair quo la courbe (n) sera entie>ement d&erminee (198. et suiv.) par 
le Systeme des n points x dennis par le» equations dn Wo. 216., et des 
n poinls p de (A)> des n points <i de (B , oonstruits oomme il a ete ex- 
plique* au commencement du No. 217., de Sorte qu'on ne pourra plus se 
donuer arbitrairement aueun autre point pour y faire passer cette courbe. 
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Parconsequent si, A I aido de oes deux derniers systeraes de points Beule- 
ment, du poiot multiple v et des n e*quatious donnees qui se rapportent 
aux n +l points a, b, c, . . , . ;r et h :, on parvient A determiner un der- 
nier Systeme de n points r, r> t r", . . . . situes u l'interseotion de f") et 
d-une droite queloonque, on sera, par IA meme, en etat de oonstruire tous 
les points de cette courbe per un proced^ qui n'exigera (198. etsuiv.) que 
la repeb'tion d Operation» du premier et du second degre* sculement. 

Pour prouver la possibuite' de determiner un tel Systeme de points 
ou im Systeme de points äquivalent, montron* d'abord oomment on peut 
construire les deux intersections de la oourbe aveo ofaacun des rayoos veo- 
teurs vc, V d, .... V4r et vA, ou (C), (D), .... (G) et (//), qui sont en 
nombre «— 1. Soient, par exemple, / et y" tes intersections inoonnues 
relatives A (C); on conaidlrera sueoessivement les triangles {CXA\ (CXB) 
oomme transrersaux de la courbe (n), oe qui donnera deux rebtions dans 
le« quelle» il n'y eure d inconnues, que les segmens des points y' t y" dont 
il s'agit, et eeux des points x, ar' t <r", . . . . ; remplaeant donc les rap- 
ports des produits de ces derniers segmens par leurs valeurs deduites de 
celles, des equations proposees (216.), qui sont relative« aux poinfe a, 6 
et c, on aura deux equan'oos propres A oonstruire y' et y u , par le trace' 
dW ligne qui, d'apre^ce qui pr&ede (219.), sera simplement du second 

Ayant dd termin£, de la meme maniere, le Systeme de deux points z' et 
*" situes sur l c, oelui de deux points t' et i" sur vd, et ainsi desuite, on pourra 
supposer, pour simplißer le reste de la Solution, que les points p' et qu'oo 
b 'eta.it d'abord donnes d'une maniere entierement arbitraire sur [A) et (B) 9 
aient &e ehoisis de facon que la direction p'y' passe par le point c, directum 
que nous designerons par (CJ pour la distinguer de (C) ou cv. Cela pose", 
afin de determiner les /i — 2 autres. intersections de (C x ) avec la courbe (/i), 
on considera successivement les n—2 triangles (CXD), (C\XE) t .... (C k XG) t 
(C t XH) oomme transversaux de cette courbe; ce qui donnere un pare.il 
nombre d'equations distioctes, propres A determiner les intersections dont 
il s'agit, arten du que les rapports des produits relatifs A x, x'> x", . ... 
pourront encore en etre eiluxünes, au moyen des equations proposees. 

Supposant, de meme, que la droite (DJ des points p" et f", restes 
total erneut arbitraire«, ait 4t£ prise, a son tour, de faoon A passer le 3"' 
point d, on deteraünera pareülement ses n—2 autres intersections avec 

49» 
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(/»>; et l'on toü qu'on pourrait operer encore ainsi u l'egard d'une troi- 
sieme droite contenant /»"', a"' et passant par e, ee qui permettrait de 
oonstruire la eourbe toute entiere par le procede des Nos. 200. et 201. 
Mais c om nie chacune de ces Operations »uppose la resolution de n — 2 equa- 
tions de la forme de Celle du No. 216., fl sera plus simple et plus expe« 
ditif de se borner a la oonsideration des deux premieres droite» /?'/> p" 9" 
ou (C,) et (#,), dont les systemes d'intersections avec notre courbe («) f 
jointes d oeux des droite» (A) et (B) f suffisent pour construire sucoessive- 
tous les couples d intertections de cette courbe avec 

par le point multiple v. 



lu courbe aux points u' et u"; pour determiner directement ces 
points, on imaginera une ligne du second ordre qui les contienne a la fois 
et passe, de plus, par les 3 points o' t p\ p" qui sont oonnus et dont ce~ 
lui du milieu est tt l'intersection de (A) et de (C\). Cette ligne renoon- 
trera, de nou veau, la droito (Ii) qui contient tous les points <j, , . . . 

et la droite (/>,) qui contient p", <f" et d, eo deux autres points qu'on 
ineairement en considerant, «Tune part, le triangle {JJ AB ), 
), le triangle (UC t D x ) comme a la fois transversa« de («) et 
de la ligne du second ordre dont U s'agit; car Q en resultera deux cou- 
ples d'equations, de cbacun desquebi eliminaut les produits de segmens 
relatifs aux interseotions commune» u' et u" de (ff) avec les courbe» dont 
il s'agit, on deduira deux nouvelles equations qui ne contiendront plus quo 
les simples rapports des segmens relatifs a cbacun des deux points in oon- 
nus de la ligne du second ordre. Cette b'gne passant, en outre, par les 
es points p' et />", sera ainsi completement determinee, et 
i, par ses interseotions avec (U), le couple des points «' et u" 



Fesant maintenant Tarier la transversale (U) autour de v 
pole, on obtiendra, d une maniere assez rapide, la »uite de tous les cou- 
ples de points analogues a u' et u", qui traoent la oourbe (n) dont les 
interseotions x, x 7 , jr", .... avec la droite (X), se trouvent Ätre preciso- 
ment les n points satisfesant aux Equations proposees. 

222. Troisiem* et derniere Solution gtntrale. Si, au lieu de sup- 
poser v uu point multiple de lordre /i— 2, on le supposait de l'ordre *— i, 
t, au plus, se donner arbitrairement que les n points p, pf % 
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/»", .... «itues sur la droit« (A) menee u volonte par a ; car nous avons 
vu (203. et suir.) qu'un tel point multiple, joint aux deux Systeme* , de 
n points, p, />', p", et x, x', x", * . . ., dont ie dernier doit toujours 
erre oense aenni compietement par les n equations primitives , suihscnt 
pour d&erminer et memo pour construire b'neairement la oourbe du degre" 
n, qui passe par oes dtfferens points. D'aiUeure, en suivant toujours 1'esprit 
des methodea que nous avons mis en usage dans ce qui precede, on cber- 
cherait u de terminer, au moyen des points arbitraires p, p' f p", . • • ., du 
point multiple v et des n equations proposees, un nouveau Systeme de n 
points de la oourbe, situes en ligne droite, lesquels, reunis avec les pre- 
miers, serviraient u decrire Gneairement cette courbe saus qu'U füt neoes- 
saire de recourir direotement aux points x, x' i x", .... 

En effet, menant, de v vera les differens points A, c, rf, .... g y h, 
en nombre n, des droit es ou rayons vecteur* (B) , (C), (/>), .... (G) et 
(//), on determinera lineairement teure der mores iutersections aveo la 
oourbe («)> et qui sont distinctes de v, en considerant suooessivement les 
triangles (AXB) t (AXC), (AXD), .... [AXH) comme t raus versau x de 
oette oourbe, et rem plannt, dans les equations correspondantes , les rap- 
ports des produits de segmens (ox), (ax), (cx), (dx), . . . . (hx), par 
tirees des equations primitives; car il ny restera plus 
rapports simples des paires de segmens qui, sur chacui 
vb f vc f ... . i h de oes triangles, appartiennent aux n interaections 
c herein' es, rapports qui seront ainsi donues ünme'diatement par chaque 
e'quation. Conduisant enfin, par Tun quelconque p des points p, p' t p", .... 
et par 6, je suppose, une nouvelle droite (£,), les n — 1 autres interaeo- 
tions v", .... de oette droite et de la courbe seront JeternnWea par 
an Systeme d Equations du meme genre que les proposees, en nombre n — 1 
et qui seront donnees par les triangles suceessifs (XB.C), (XB 4 D), .... 
oonsider&, a leur tour, comme transversaux de cette courbe*). 

Ayant ainsi toutes les interaections p, p' t p" t . . . . et p, .... 
aux droites (A) et (B), on sera en etat de construire lin&ure- 



*) La questioa se trouve aioai ram*»<?e » um autre du degre n—i teulement; 
mai* oo la rabaiiaerait de auite au (* — 2)* degn- si, au Heu de preodre las points p, 
p', p", .... de (A) totalemant erbitraires, od detenninait l'uo d'entre «ux d\ipret la 
condition qua l'interseciion da p b ou (B t ) avec cv ou {C) , par «xempla, füt aur la 
courbe in). Ed äffet, la mema äquatioo qui, d'apre» ce qni precede, donne rede der- 
niera inUraeclioM au mojaa de« poiaU p, p' t f ,f t . . . «, »ervirait auasi a d«termioer 
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dautres points de (n) qu'on le voudra, situes tur les diffe*rens 
rayons veoteurs qiri partent du point multiple v. Menant , par exemple, 
la transversale vm, qni rencontre enmet/ respectivement les drohest) 
et (5.) dont il s'agit, on sera en etat de construire sa nouvelle interseo- 
tion z avec (n), en ne fesant usage que d'une simple regle; mais, au prea- 
table, il sera neoessaire de determiner la tangente au point p t qui est com- 
mune a <A ) pt Ii ( Ii j ; ee qu'on fera, sans difficulte, a l'aide de la relation 
neme qui, d'apres Ie No» 171., lie le point * ä 1 mtersection oorrespon^ 
dante de cette tangente et de mv, intersection que nous nommerons eu 
t, la considewtion du triangte Imp, dont le sommet p est sur la 
(»), donne la relatiön 

(mp') (n*Q /V— £z »0 | 
(np') {l**) mv*-**ms m la * 

qui servtra ä determiner lineairemeot (172., 174. et 184.) le point * de 

la tangente en p, ai 1 on suppose que W se eonfonde pr&ssement avec la 

directum de Tun des rayons veoteurs vb, vc, .... pour lasqueis, d'apres 

ee qui preeede, z est eonnu, ou qui servira » construire lineairement *, 

la tangente dont il sagit aura et« oonstruite une (ois pour 



223. Ce qui preoede sufflt, fe pense, pour 
de la nosfiibilite de resoudre, d'une matrieVe purement ge'otne'trique, 
Lieme geue'ral que nous nous sommes propose* dans le No. 216., et pour 
montrer la varifte* des ressourees qui sont oflPertes par l'analyse des trans- 
versales, dans toutes les questions ou il s'agit de construire le Systeme des 
intersections d'une ligne geome'trique aveo une transversale arbitraire de 
son plan, quand cette ligne est simplement d^finie par un nombre sufTi- 
sant de semblabies systemes ou de systemes eqiüvalens (212. et 215.); oe 
qui fournit aussi des moyens pour la decnre eompletemeat par points 



On voit qu eii definitive, ces eomrrtictions se reMuisent ü une stute 
d Operations ou de calculs qui 



linefiirement l'un «le ceux-ci au moyen de l'interaertion dont il s'agit, censee donnee 
d priori; et, si l'on supposait qu'n aon toyf, ('intersection de dv ob (D) etde(fi,)füt 
sur la rourbe, nn aurait deux Iquations, de la forme de Celles du Wo. 216., propres 

a determiner deux quelconques des points p, p', p" aonsideres comme inconnot; 

de sorte que le probleure serait aiors ramenr a la reeolutioo de deux aatres des 
degres «—3 et 2; et ainsi de 
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gr£, ou i h geometrie de la regle; oe qm signifie aculcment que les cour- 
be* auxiliaires qui, par leurs hiteraections aveo des droit es dornte es, aer- 
vent A detorminer los points qn on chercho, se trou vont elies meines con— 
atruitea A l'aide d'operatkme purement Unfaire«. Or cetto circonataace pa- 
nk tenir eaaentiellement a ee que les relations me'triques qui denniaaent 
les inconnuea, se preseutent toutes sous la forme de Celles que not» a von» 
nommees ail leurs projectives , et apecialcroent de ce que les segmens ou 
distanees qui j entrent, oonstituent une fonotion aymotrique de produits 

224. La Solution que nous arona present^e en dernier Heu (222.), 
nous parait d'ailleurs ausri simple et aussi rapide que Je oomporte la na- 
ture du probleme propoa^; car eile ramene, de auite, la recherehe de 
n points inconmis x, x' 9 x", . . . . A oelle de n — 1 autrea points . . . . , 

dependana d'une questioa du memo genre, mala d'un degre infeneur d'une 
unit", et qui, «tant une foia trourea, permettraient de construire les pro- 
poses par le trac^ d'une courbe auxüiaire de degre n. Mais, comme oes 
n — 1 points it' t .... exigeraient, A leur tour, la determination de 
n — 2 autres points aualogues, et le trace* lineaire d une ligne de l'ordre 
n— 2 et ainsi de auite, on Toit qu'en remontant de proohe en proche, on 
fera dependre la aolution du probleme d'un ou de deux deruiers points 
qui exigeront le trace" d une ligne droite ou d une section conique, et qui 
serriront A en d^terminer trois autres par le trace lineaire d'une ligne. du 
3* ordre, quatre autres par le trace pereil d'une ligne du 4* ordre) et ainai 
de auite juaqu'A ce qu'on soit arrive aux n pointa proposes, qui eux - me- 
me« reclameront le trace" d'une ligne de 1 ordre n. 

Ces differentes Operations, qui s'executent toutes avec la regle, au- 
ront dono necessite' le trace" de n—i courbea geometriquea dont les degres 
reapectifa sont repreaentea par la aerie dea nombres naturela compria entre 
1 et n *). Or nous ne voyons paa, pour le moment, oomment il aerait 
poaaible de remplaoer, g^neralement, cette auite de traoea aaaez penibles 
par le trace unique d'une courbe de degre* nj et, quoique, par eile- meme, 
la oh ose ne repugne en aucune maniere, nous devona cependant avouer 
que noua l'avons juaqu'ici vainement tentee, meme pour la question par- 



•) D'apre» lea obsarration» da la nota du No.222., le nombre des courbe« auxi- 
Kiirea pourra elre r^duit «TeaTUoa moiti«. 
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ticuüere du No. 213., oü le Systeme des öquations a resoudre n'exprime 
autre cbose que la dependance purement deacriptive qui Ue les m— 1 pointa 
inconnua aux m*+l pointa donnes, et en vertu de laquelle tous cos diffe- 
rena pointe appartiennent a une m«me ligne geome'trique du degre" m. 

La complication dont il a'agit, parait, du reste, tenir au fond meine 
de la questiou , et a ce que lea donneea ou conditiona graphiques n'en 
aeraient pae assez explicitement deTinies aoua le point de Tue purement 
geom&rique. Car , par exemple, dans le pro biomo du No. 213. dont fl 
vient d'etre parle*, la complication n'a pas b'eu Iorsque lea m* premiers pointa 
dorm. situes m par m en ligue droite, aont immecKatement d&mis par 
la oondition de ae trouver aur un aecond Systeme de m droitea, ou, en 
general, cur une courbe geometrique du meme degn? que la proposee, 
et eile n'a paa b'eu, non plua, pour le prob lerne du No. 206., ou il a'agit 
de deierminer le ayateme complet dea tangentea en un point multiple 
. d une eourbe, dont l'indice est le plua eJev^ poasible par rapport a aon 
degre. Nous verrons en effet, par la suite', que dana cea eas particuliera, 
la queation, bien quelle depende toujours d un ayateme d'equationa ana- 
loguea, peut ae resoudre neanmoins par le traoe d une aeule courbe auxi- 
liaire dont le degre" est marque par le nombre des pointa qui aont n 
d&erminer. 

225. Quant au preaent, nous devons nous borner a tirer quelques 
consequences generalea dea recberchea qui precodent, dans leaquelles nous 
n avons pretendu qu'iodiquer rapidement des moyena generaux de Solution, 
propres aeulement a montrer la possibilite* et h'tcudue d'une claase de 
queationa qu'on serait volontier« tente de regarder comme tout ä feit en 
debora du domaine de la aimple geometrie, quant aux moyena de aolutiou. 

En effet, il reaülte clairement, dea diacusaiona auxquellea noua noua 
aommes bvres dans ce §., que pour m systemes de m pointa, situes aur 
un egal nombre de droitea a'entrecoupant toutea dans un meme plan et 
qui, pria trois par troia, aatiafont a la relation me'trique du No. 165., on 
peut mener une infinite de lignes geome'triques du i leg n' m , mais que, ai 
un dernier point est donnc arbitrairemeut pour y faire paaaer la courbe, 
cette courbe aera entierement d&erminee de forme et de position, auaai 
bien que aea interaectiona avee une transversale quelconque pasaant par ce 
point ou meme avec une transversale entierement arbitraire. II resulte de 
lä evidemment que, „ai un nombre quelconque, luperieur a m, de syste- 
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„mes de m points, »Hue* nur un t^gal nombre de droit« compmes du» 
„un plan unique, sont tels que, consideres trois par trois, il satisfassent 
„a la relatioo dont U vient dotre parle, toos ces points appartiendront 
„necessairement ä une seule et meme ligne geom&rique d'un degre - pr*'- 
„ eisernen t egal ä m, et que , «i par m quelconques de ces systemes de 
„points et par Tun des points restana, on fait passer une b'gne de oe de- 
„gre", eile passera necessairement aussi par tous les autres:" sur quoi il 
est important de remarquer qu'au lieu depuiser toutes les corobinaisoos poe- 
sibles de droit es ou systemes de points, on peut se borner, d'apres le 
No. 212., a un certain nombre Limite* de combiiiaisons essentielles et vrai- 
ment distinetes. 

Cette proposition est evidente par eile rm'me, pour le cas de m= 1, 
oü il n'y a qu'un seul point sur chacune des transversales; car les rela- 
tions qui leur appartiennent, expriment que oes points, pris trois par trois 
et dans un ordre quelconque, sont situes sur autant de b'gnes droit es; mais 
il etait necessaire de la demontrer rigoureusement pour tous les autres 
cas, sans en exoepter meme celui de m — 2, puisqu'il n'est pas certain, 
0 priori, qu'un nombre queloonque de couples de points appartenana a au- 
tant de droites trac^es dans un memo plan, sont situes sur une b'gne du 
second ordre unique, bien que, pris 3 par 3, ils determinent complete- 
ment (145. et suiv.) une semblable ligne. 

226. Ainsi donc les systemes de relations metriques qui ont Ia 
forme et sont assujetties aux conditions indiquees au No. 165. , presentent 
veritabiement tous les caracteres d une de'Hnition complete des lignes geo- 
me^riques, et qui suffit pour mettre a meme d en construire toutes lea 
parties sous des donnees convenables. Mais, attendu que ces relations sont 
susceptibles de subir des changemens de forme et de devenir meme com- 
pletement illusoires pour certaiues positions des transversales ou du Systeme 
des points donnes ( 170. et suiv., 187. et suiv.), il importe de remarquer 
que les relations qui en tiennent lieu, ou qui en sont, d'apres no» prinoi- 
I**, la traduction plus ou moins imme'diate, ne oesseut pas de de*finir, de 
determiner meme geometriquement, les lignes ou systemes de points aux- 
quels elles s'appliquent; car toutes les relations purement descriptives, tou- 
tes les construcuons de points et de lignes auxquelles nous avous 6t£ 
oonduits dans oe paragraphe, en raisonuant dans les hypothesas les plus 
generale* sur la position des transversales, toutes oes constructions et re- 

CreDe • Jowal d. M. Bd. VUI. Hfl. «. 50 
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latious, dis-je, demeurent, en vertu de la loi de oontinuite, exactemeut 
apphcables au\ differeus etat* partiouliers de la figure, Rauf les modiflca- 
tion« que reclament !ea cbangemeus de position des points ou des lignes, 
et qu'indique, u l'avance, cette mfrue loi. 

Cette oonscqueuce d ailleurs peut Atre Stabile directement et saus 
recourir au principe de oontinuite, en reprenant la s«'rie de dos premiers 
raisounemen», et en y remplacant imme*diatement les relations primitives 
par leurs transrorme'es, tout en changeant si oela est nocessaire, le mode 
de leur* coinhinaisont et des Operations auxquelles elles dounent lien, oon- 
formemeut ü l'exemple qui en a ete oflert dans le No. 105. du preeodeot*. 

227. Considerons maintenant, sur un plan, un Systeme quelconque 
de points, analogue n oelui qui vient <T£tre defini, ou, si I on veut, eoo- 
siderons le Systeme complet des interseetions reelles ou ideales dune 
ligne geometrique, de degre" m, avee des transversales rectilignes arbi- 
trato** , en nombre quelconque u, iufeYieur ou Huperieur km. Suppo- 
sons que, parmi ces m/i points , /in qnelconques situes n par n sur nos 
fi transversales respectives, aient entre eux la meme corn.Ua tion de posi-. 
tion que le Systeme des proposes, ou, si Ton veut enoore, appartiennent 
& une certaine ligne geomc*trique du degre* aj, il resultera, de nos prin- 
Olpe«, que le» u (m — n) intersections restantes et qui se trouvent distri- 
buees m — n par m — n sur ces p transversales, seroot elles meines A 
une courbe du degre m — n. 

En effet, si l'on considere Tun quelconque, c6<r, des triangles 
formes par les interseetions mutuelles des transversales dont il sagit, od 
aura, par bypothese, entre les segmens qui determinent , sur ces oötes, 
les 3 m [km ins q U i sont censos appartenir ü la courbe (m), une relation 
radtrique de la forme 

(ap) (69) (er) * 
(6 p) (c?) (ar) a » 



en supposant, du reste, que l'on conserve les denominations et Conven- 
tions du No. 165. Et, puisque 3 n de ces memes points, situes n par n 
sur 1<* cdtes du triangle obe, sont eeoses appartenir a une autre ligne 
du degre /?, on aura une seconde relation, de la meme forme, entre les 
aegmens qui leur correspoudent , et en vertu de laquelle tous ces seg- 
mens disparaitront , comrac facteurs, des produits du numerateur ou du 
deuominateur de la precedente; laquelle se reduira conscquemiueut a 
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autre relation toujours de meme forme et exprimant, ainsi que tonte» ses 
analogues relatives aux diffe*rens triangles forme« par nos transversales, 
que lea fi (m — «) points restans sont eflectivement u une courbe <lu degre 
m — n, comme il s'agissait de le demoutrer. De Iii aussi oe theoreme geneVa!. 

Si parmi les um intersections d'une courbe geometrique de degre 
m trace sur un plan et du Systeme de p. transversales rectilignes orlti- 
traires, fin se trouvent situtes sur une autre courbe qaelconque du degre 
n, les u(m — n) intersections instantes seront ä une troisieme ligne 
geometrique du degre" m — n. 

228. Conside'rant, par exemple, le Systeme complet des tangent^« 
nux intersections d'une courbe plane, du degre* m, avec une drohe arbi- 
traire, il reaulte, de ce principe general, que les m(m — 2) intersections 
nouvelles de ces tangentes avec la courbe , seront sur une autre courbe 
geometrique du degre m — 2 seulement. 

D'oü il suit aussi , en vertu du principe de continuite , que le 
Systeme total des m asymptotes d'une courbe geometrique du degre m, 
renvontrent de nouveau cette courbe en m(m — 2) points qui appartien- 
nent ä une autre courbe geometrique dont le degre est m — 2 seulement. 

Supposaut la droite ct-desaus des points de contact, menee pai* 
un point multiple quelconque de lordre n, le the*oreme subsistera toujours, 
pourvu que I on comprenne les n taDgentes en ce point multiple, au nombrc 
des m tangentes aux intersections de la courbe avec la transversale arbi- 
traire. Qu'il s'agisse, entre autres, d un pomt double et d'une ligne du 
4* ordre, on sera oonduit ä ce oorollaire: 

Si par un point double d'une ligne du 4' ordre, on mSne une 
transversale arbitraire, et deux tangentes par les intersections nouvelles 
de cette transversale avec la courbe, le Systeme de ces tangentes et 
du couple de celles qui ripondent au point multiple ira rencontrer cette 
courbe en six derniers points f distincts des premiers et qui appartien- 
dront simplement ä une ligne du second ordre. 

Cette proposition aurait lieu, d une mauiere analogue, dans le eas 
ou la transversale passerait par un second point multiple ou seloignerait 
a l infini etc. Mais eu voüh assez, pour le moment, sur ces corollaires 
de notre theoreme general, que nous verrons, daus ia seconde partie de 
ces rechcrebes, setendre aux intersections quelconques des iigues et de* 
aurface* geometriquea, et dont nous avious, des l aonee 1817, appüque 

50 * 
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les conse>ences eux proprietes de Situation des bgne* du ä* ordre, que 
nous avons fait connaitre a la &t du f. 1. 

f. IV. 

Des ligne* ge*nrftnqoe§ en >«nt que deCiiN* ou ronatrnitr« per I« fid*ce«i* cotiTert^ns ae 
lenrs tangentes. — Redierciics et e^JniraMeinww wir direra points de la Ifceorie de» poUires 




229. Toutea les relations metriquea ou descriptives qui nous ont 
oocupe" dans le pre"cedent paragraphe, Aant, de leur nature, projectiyes, 
elies peuvent immeo'iatement (Polaires rfciproyues, No. 120. et suiv.) 
etre traduites en d'autres qui concernent uniqu erneut les faisceaux de tan- 
gentes des lignes geometriques, issues des differens points du plan de oes 
ligoes. Ainsi on d&luira, de nos recherches, des procedes generaux et 
purement lineaires pour eonstruire autant de ces systemes qu'on le voudra, 
quand on sen sera donne* arbitrairement un nombre süffisant pour d«?fioir 
completement la courbe, et qui permettra de eonstruire oelle-oi par len- 
veloppement de aes tangentes, d une maniere analogue » celle par laquelle - 
nous avons vu qu'on pouvait eonstruire les lignes georaetriques au moyen 
de leurs systemes d'interseetions avec des droites variables. On pourra 
rneme, si on le desire , dc*terminer les points de contact de cbaque 
faiseeau a l'aide des faisceaux de tangentes, doones « priori, par des pro- 
cedes inverses de eeux (171., 175. et 184.) qui serviraient A tracer les 
tangentes aus intersections d'une ligne du degre m, avec une droite arbi- 
trato, quand cette ligne est donnee par ses autres systemes diuterseo 
tions pareils etc., etc. 

D apres les exemples que nous avons dejA offerts dans les No. 163. 
et 185. des deux premiers §. , nous croyons asaez peu utile d'insister sur 
les resultats auxquels on parviendrait ainsi. Mais, puisque nous en soinmes 
venus A parier du trace* effeetif des courbes planes par leurs systemes de tan- 
gentes issues de points donnes, c'est le cas de presenter quelques r^ffexions 
speciales relatives « la nature, au degre* de oes courbes et u lespece de 
correlation et de reaprocite* qui les lie aux lignes g^ometriques deTinies 
ou construites par leurs systemes d'interseetions avec des droites donnees; 
sujet en lui memo opineux, qui A suscitä des doutee et que personne t oe 
nous semble, n a encore aborde* avec franchiae depuis ce que nous en 
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btodh Doos meme ecrit, en 1817, dans le tome VHI. des Annales de 
mathimatiques (pag.211. et suiv.) et parbeulierement, en 1824, dans 
le Memoire Sur la theorie generale des polaires rieiproques ( Voy. 
No. 65. et suiv.) ; mais dont toute la difliculte rdside, comme on le d&> 
muntre en oes en droits, dans la man irre d'enviaager et de poser, poitr 
chaque cas particulier, la question relative au nombre et n l'espece des 
tangentes issues des memes points et qui appartiennent a une courbe 

230. On peut roh-, dans les Annales de mothematiques (tome XVII., 
XVIII. et XIX.) les singulieres inadvertances oommises par destimables 
geometres, faute d'avoir donne* une attention assez seneuse a de teile» 
«piestions, dont la Solution, sous le point de vue general et geometrique, 
oe laisse veritablcment ni doute ni obscurite dans l'esprit, et ne semble 
depasser les Forces actuelles de I'analyse algebrique qua cause des e*limi- 
nations laborieuse* qu elle entraine, et des faeteurs singuuer* ou etrangers 
qui compüquent indvitableraent les resultats du calcul *). 

En sigualant oes inadvertances, dans deux articles inneres A la page 
109. tome VIII., et 292. tome IX. (annees 1827 et 1828) du Bulletin des 
sciences mathematique s de Mr. de Ferussac, je donnai a leurs auteurs 
l'oocasion de les rectifier et d'approfondir une matiero digne de fixer I at- 
tention de tous les geometres analystes; mais cette provocation, comrno 
on peut le voir a la page 24. tome IX. du mvnw Bulletin , ou a la page 
152. du tomeXVUl. des Annales de mathematiques, ne produisit qu'une 
rectiGcation de mots par laquelle cea memes auteur» conviurent de nom- 
mer courbe ou surfaee de m' classe, celle a laquelle, dun meme point 
ou d une meme droite, on peut generalement mener m tangentes ou m 
plana taugen», et cela saus rien pronoueer sur la relation qui snbsiate en- 
tre le degri et la classej ce qui implique une double Definition et ne leve 
point la difüculte - quant au fond. L'inadvertance de nos auteurs oonsistait 
effectivement a avoir conibndu la classc avec le degre", ou a supposer 
egaux le nombre des interseotions d un lieu arec une droite et le nombre 
de*» tangentes ou des plans fangen» qu'on peut lui mener d un meme point 
ou d une meme droite, guides en cela, »ans doute. par une pure analogie 



reflerion», a <•« siij*t, daos l'artl«:?« cid du tonn YUU. des 

Annans de maf/iSmatiques, page 223. et sui't. 



Digitized by Google 



390 



29. Poneelet, anatyse des transversal». 



de ce qui se passe daus les lieux du second degre* ou la reciprocite est 
parfaite. On peut meine yoir, par un passage de la page 303. tome IX. 
du Bulletin des sciences, ou U est rendu compte d un memoire de geo- 
metrie iusere dans le tome XVIII. de« Jnnales de mathematiaues , troe 
DM recherches, sur cette matiere, n'avaient pas aufli pour dissiper toule 
incertitudo au sujet de 1'erreur comraise, puisqu'on y dit textuellement, en 
effet, qu'il n'est pas oertain que le degre* et la claste d'une courbe soient 
deux choses diflerpntes, et que MM. Gergonnc et Bobillier n'ont adopte 
„cette distinction <pie provisoiremeot et aeulemeut a cause des doutes dle- 
„ves sur ce sujet par Mr. Poncelet." 

231. Cepcudant, lorsque je relevai cette erreur aux endrolts cite*s, 
je ne mauquai pas de rappeler mos premieres recherches sur la theorie 
de la reciprocite, dans lesquelles, ce me senible, j'ai prononc«5 d'une ms* 
niere assez affirmative aur la relation qui lie, eu gent'ral, le degre ou le 
nomlire des intersections en ligue droite au nombre des tangentes i&sues 
des mmtes points. Je ne pui» m'expliquer cette obstination u uier des 
faits matlM-matiques que par un autre passage du Rapport de Mr. Cauchy *), 
sur mon Memoire relatif ä la theorie des poloires reciprooues , passage 
dans lequel il est dit que. „pour mettre hors de doute la conclusion du 
„No. 66. de ce memoire, sur le degre de la polaire reeiproque d'une 
„ courbe donnee, il paraitrait necessaire de substituer, u la demonstration 
„goometrique de Mr. Poncelet, une demonstration analytique." Or le 
genre de raisonuement que j'ai mis en usage dans cet endroit, me sembl«* 
tont aussi rigourcux que peuvent le desirer ceux qui ne sont pas des ad- 
niirateur» exdusil's des mei lindes purement algebriques. 

En effet j'avais denioutre*, rt la page 214. du tome VIII. de» Anna- 
les de molhtfmatioues, eu me fondant sur quelques donnees de calcul 
fort simples et en eile* meines incontestables**), que les courbes planes de 
degre rn, ont, en general et au plus, m{rn — 1) tangentes issues d'on point 
arbitrairement donne et dont les pciints de coutact se trouvent toirs sitnes 

*) Voyex ce rapport iotprime u la page 227. du tome IX. du Bulletin des sciences 
mathe'matiques. 

••) Mr. Bobillier a demontre, depui», ce th^oreme par une marche analytique ge- 
nerale et fort elegante dana le tome XI X. de« Annales, No. 4. d'Octobre 1828; ce «,ui 
u'n pas emperhe le savant rAdacteur de re recneil de manifester, dans une oute un- 
oexi-e au memoire de Mi. Bobillier , de» doutes aur la l^gtliimll de dos conrlusioos, 
obiertaut que le oombre m(m— 1) a'eat qu'un »imple Maximum, une limite que te 
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sur une ligoe üu degre m — 1 seulement: ce principe une fois admis. ori 
Mi conchit inevitablement quo les reeiproques polaire* de pareilie« «würbe« 
sont d'autres courbe« du «legre" m(m — 1) en geoeral et au plus. 

A la veYite\ j'ai neglige" de rapporter ou memo de rappeler, dans 
le No. 66. de inon memoiro, oette demonstratioo analiti<|iie relative au 
nombre des tangentes; mais javais cru jKmvoir m'en dispeuser, aMendu 
«[u'elle me semblait a la porh'e de tout ie monde, et quo la propositioo 
analogue, sur le degre dfMi surfaces eoniques circonscrites a nne surfe«-* 
de dogre" doiin» 1 , avait deja M. signalec par Monge, ,\ la pago 15' de son 
Jpplication de Ponalyse ä la geornetrie , ouvrage qui est geWralement 
eoittiu et qui Bert de base a l'enseigneinent des \ <>* de TEcole poly- 
teebnique. Dailleurs la demonstratio« purement ge(im«'trique de ces 
mvmes propositions , repoae sur dea consideratiems qui ressortent essen- 
tioliemeut de la th«'orie generale des courbes et surfaces de» divers ordre«, 
que Dom ne voulions uullenient entamer a propos de la doctriue des po- 
laires reeiproques, et qui trouvent leur place naturelle dans ce §., specta- 
\ erneut consaere ä repandre un jour nouveau sur les principe« qui servent 
de fondement a rette doctriue. 

232. La justice veut aussi qu'avant d'entamer cette roaliere et 
•pres les reflexions critique« qui prpeedent, no«» declarions que les geo- 
metres dont nous arons parle", sont a peu pres completement revenus de 
leur erreur, ou plutot des doutes qu'ils avaient Hevea contre le resultat 
de nos premieres demonatrations, en recounaissant, sur des exemples par- 
ticuliers et par les propres ressources de l'analyse algebrique, qu'il est 
des courbes planes, du degre* m , qui ont reeUemeut m (m — 1) tangentes 
distinetes issues d un meme poinl, ou dont la polairo reeiproque s'elcve 
reelleraent au degr<» m (m — 1) *). Mais on neu doit pas moius s etonner 
que, dans l'etat achtel de nos connaisxances matbematiques, il ait fallu, 
a des savans d une habilete! incontestable, plusieurs anuees pour se rendre 
a l'evidence d un fait geometrique en lui mi^mc fort simple, et qu'avec 

nombre des tangentes pnnvait d# jamais atteindre; il d^clare tneme ne pas bieti ro»- 
.;r •, oir une courbe i ju'une droits ne pourrait couper qu'en troi* points *enleinent , el '< 
laquelle neanmoins on pourrait mener six tangentes «Tun warne poin* de soo plan . 
Voy. la pege 285. tome X. du Bulletin des seiencet, ou il est r*nilo nuupte de c* No. 
des Annales. 

+) Annales, toineYlX , Janvier 1829; Bulletin Urs seiencet tnathe'maluiuei, tome 
XI. page 91. et 92. 
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un peu d attention , ou avec de Ingers calculs, ils eussent pu s'approprier 
tout d'abord; rnais tel est le resultat de l'espäce de d&aveur et de Prä- 
vention qui sattache aux idees et aux notions les plus evidentes, quand 
eUes contrarient notre maniere de voir et leg prejuges que nous nous 
ftommes formes sur 1 .'tat dune question. 

Montrons ectuellement comment, par la vote purement intuitive 
de la geome'trie, on peut decouvrir le nombre des tangentes que, d'tm 
meme point, U est, en gemeral, possible de mener a une ligne du degre 
m donnee sur un plan ; oe que, dans notre article du tome YHL des An- 
nales de mathematiaues, nous n'avions, je le n-pete, e*tabU qu'avec le 
secours de l analyse alg<5brique, dont la marohe, parfois plus expe"ditive, a 
le desavantage de ne pas toujours eclairer parfaitement lobjet des questions. 

Traasformatioo de« courbe», nppliquee ä la recherches du nomhrc des tangentes u*ues d*-s raemea 
points et de la loi qui le* lie nui points aingulie». 

233. En supposant qu'on mette la figure en perspective ou pro- 
jection conique sur un nouveau plan, de facon que le point donne* passe 
ä l'infini, oe qui peut avoir Heu dune multitude de manieres saus rien 
changer au degre* de la courbe ni au nombre des tangentes, la question 
sera tout d'abord rainenee a celle ou il s'agirait de conduire, u cette courbe 
ses differentes tangentes paralleles u une direction donnee. 

Cela pose* , conduisoi» a notre nouvelle courbe, censee du degre 
m, une *uite de transversales paralleles A la direction donnee; elles ren- 
contreront respectivement cette courbe en un nombre m de points rcels 
ou imaginaires, mais en ge*neral distincts et a distance donnee; putsque, 
generalement aussi, ces transversales ne sont ni tangentes ni paralleles 
aux brauches de cette meme courbe, la direction donnee etant censee 
quelconque. l'aroonsequent le nombre total des distanoes qui separent, 
deux u deux, ces m iotersections , tfeat-Ä-dire le nombre des Cordes 
distinctes qui, dans notre courbe (/»), repondent ä une meme transver- 
sale, est generalement et au plus w ^ m ~ - ; et, attendu que, pour toute trans- 
versale taogente u (m), les deux intersections oonfondues en une seule au 
point de oontact, repondent ä une corde nulle, on vait que la question 
qui nous oocupe revieni preosC'ment ä decouvrir toutes les positions de 
la transversale parallele u la direction donnee, pour IesqueUes cette cir- 
constance particuliere arnve. 
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A cet effet, tracons a volonte, dans le plan de (m), un axe fixe 
qui rencontre, ü la fois, toutes les transversale» paralleles dont il s'agit; 
portons, sur chacune de ces transversales et u partir de eet axe, toutes 
lea cordes correspondantes ; et, attendu que le sens de ees cordes n'est 
pas de'termine' ä priori, portons chacune d'elles u la fois au dessus et 
au dessous de laxe fixe; nous obtiendrons aiusi, pour chaqiie transver- 
sale, 2m— = m {m — Y) nouveaux pointa, qu'on pourra consideVer 

eomme appartenans u une certaine ligne geometrique, et dont la suite, 
relative aux difförentes transversales, formera eflectivement une courbe 
continue ramme l'eat eile meme, par hypothese, la proposee, et qui se 
composera dun nombre m[m — t) de brancbes toutes reelles et distino» 
tes, si la premiere en a, eile meme, un nombre m de semblables* 

En observant d'ailleurs ce qui a Heu pour le cas particulier ou la ligne 
proposee serait formee par un Systeme de m lignes droites, et specialcment 
celui ou eile se reduirait au Systeme de deux droites seulement ou d'une ligne 
quelconque du second ordre, on reconnoitra facilement la necewite d'avoir 
egard au double sens de chaque corde pour le trace complet de la d4ri- 
riv£e t et gene'ralemcut on verra, par la loi de continuite' et en suivant 
aveo attention le mouvement de chaoun des points gencrateurs de oette 
derivee par rapport u ceux de la proposee, qu'efiectivement tous les points 
determines doublement comme on vient de le dire, sont assujettis A la 
meme loi ou appartiennent u un meme mode de generation continu. 

234. II resulte, de ces observations et de ce que chacpie transver- 
sale parallele h l axe fixe rencontre gcneralement la denvee en un nombre 
m(m — 1) points et non d'avantage, que cette courbe est nt'cessairement 
aussi du degre* m(m — 1), et qu elle ne saurait ßtre d'un degre" plus e'leve'. 
C'est la, en efTet, une consequence necessaire du principe de continuite* 
(voy. rintroduction generale), qui veut d'ailleurs qu'on tienne compte 
aussi bien des intersections ideales que des intersections reelles, et qu'on 
regarde comme distinctes Celles qui se trouvent confondues deux .< deux, 
trois ü trois etc. Dono enfin la ligne que nons venons de oonstruire dans 
toutes ses parties et qui est symetrique par rapport u laxe fixe, rencon- 
trera generalement cet axe en m(m — 1) points et non d'avantage, aux- 
quels oorrespondront egalement mim — 1) transversales paralleles ou or- 
donnees , qu'on pourra oonsiderer comme autant de tangentes de la pro- 

CrtüeU Jamal d. M. Bd. TIH. Ht.4 51 
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posee, attendu que, pour cbaoune d'elles, l'uue au moius, des m{m— 1) 
cordes de oette proposee, sera nulle. 

Tel est donc aussi generalement le nombre des tangentes deman- 
dees, nombre absolu et invariable, si I'on entend comprendre, comme nous 
le faisons en vertu de la continuite, les tangentes imaginaires , les tangen- 
tes situees u l'iniini au nombre de oelles dont il »agit, et si nous comp- 
tons pour deux, pour trois oelles qui repondent u des intersections duu- 
bles, triples de la derivee avec l axe fixe d'ou se mesurent les ordonnccs, 
intersections qui correspondent au cas ou cette denvee serait tangente a 
cet axe ou aurait, sur oe roeme axe, des points de croisement, de rebrous- 
sement, des poiuts isoles ou conjuges ete. : de tels points qu'on peut com- 
prendre indistinctement ( 205. ) sous la denomination generale de points 
multiples, ont en effet, pour caractere geometrique , que toute droite.qui 
j passe contient une ou plusieurs des intersections de la courbe, confon- 
dues en une seule en ces meines points. 

235. On peut juger, d apres cela, que la recberche du nombre 
effecrif des tangentes distinctes de la courbe proposee et qui sont paralle- 
les A une droite ou issues d'un point donnJ, se Ue intimement A Celle des 
points multiples meines de cette courbe. La discussion montre, en effet, 
que tout point de cette espece correspond, dans la derivee, A un point 
semblable situe sur l'axe de cette denvee, et que cet axe n'en peut con- 
tenir aueun, de oe genre, auquel ne reponde reeiproquement un point pa- 
reil dans la primitive. On remarquera aussi qu attendu la symltrie de la 
derivee par rapport A Taxe, ce dernier ne peut la toucher reellement qu'en 
des points ou deux branches au moins viennent elles-memes se toucher 
suivant oet axe. Gest ce qui arrive, par exemple, pour les points de re- 
broussement, de diffe'rente espece, appartenans A la courbe primitive; car, 
non seulemeut de tels points demeurent des points de rebroussement du 
meme ordre dans la derivee, mais en outre, ils ont l'axe fixe pour tan- 
gente ; ce qui suppose au moins trois points confondus en un seul sur cet 
axe, lesquels repondent parconsequent A un egal nombre de tangentes, de 
la courbe primitive, superpose*es entre elles. 

En gencral, ia discussion, pour ce cas, prouve qu'A tout point de 
rebroussement simple et A deux branebes, duquel on peut dire et demon- 
trer rigoureusement que la tangente en ce point rencontre ge'ue'ralement 
la courbe en p points confondus en un seul, de sorte que, le degre* de 
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©ette oourbe etant m par exemple, le nombre des intersections distinctes 
ou iudependantes du point dont it s'agit, soit m—p, la discussiou prouve, 
disons nous, qu a un tel point correspoudent au moins p tangentes con- 
fonduea en une aeule, ai le rebroussement est de la premiere espece et, 
p — 1, sil est de la aeconde. 

Lea points d'inflexion simple, ou qui sont tels qu'a toute droite 
arbitrairement menee par oes points, correspondent, sur la courbe, autant 
dintersections distinctes qu'il est marque par son degre, ces points dis-je, 
ne donnent evidemment pas lieu u des tangentes superposees, A moitis que la 
transversale se eonfonde aveo la tangente mime du point considen*, auquel 
cas eile reprcsente deux tangentes reunie» en une seule, tout comme la 
tangente au point de rebroussement simple et de premiere espece en re- 
presente quatre, et la tangente au point de rebroussement de la seconde 
espece ciny. Mais nous ne puursuivrons pas oette discussiou epineuse, et 
qui ne nous fournirait que des donnces fort incertaines relativement aux 
points de rebroussement ou d inflexion d eapecea auperieures. 

236. Quant aux points multiples qui repondent au croisement 
veritable des branches de la courbe proposeo ou primitive, on peut, 
saus aueune incertitude, fixer generalement le nombre des tangentes su- 
perposees qui leur correspondent dana la derivee, en observant que, si p 
est le nombre des brauebea diatinetes dont il s'agit ou des tangentes ä 
oes branehes, cette derniere oourbe devra egalement avoir, au point cor- 
respondant de laxe, p(p — 1) branches disb'nctes paasant par ce poiot, et 
qui indiqueront un pareil nombre de taDgentea superposees de la courbe 
primitive, paasant par le point multiple qui lui est relatiL 

S il s'agit d un point conjuge dont l'orde de raultiplidte* seit p t c'est- 
a-diro duquel on puiaae dire que p branches ae trouvent confonduea en ce 
point, le nombre des tangentea qui lui correapondent, devra, en vertu de la 
continuite', etre encore oonsioVre comme egal u p (/» — 1) atteodu qu'il repre- 
sente, u lui aeul, une aorte de courbe du degre p. On arrive a la meme 
consequence en regardant le point coujuge comme le croisement de p bran- 
ches imaginatres de la courbe, d'apres la meme notion qui permet de 
regarder indifferement un point reel comme un cercle de rayon nul, ou 

Du reate, on reoonnaitra aisement l'ordre de multipUcite" d'un poiot 
quelconque donne, en recher chaut rigoureuaement, combien de points de 

5i» 
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la courbe, confondus en un seul avec oelui lä, porte toute transversale 
menee arbitrairement par ce meme point; sur quoi il est essen tiel de 
remanjuer quil ne sera pas necessaire de s'inquieter de la realtte* ou de 
la non-realite' des branches qui j passent, c'est-u-dire s'U est un point 
de crotsement ventable ou en partie de croisement (205.), en partie con- 
jugue*, oe qui peut evidemment arriver dans eertains cas. 

II peut aussi se faire que deux des branches de la courbe primi- 
tive et qui aboutissent au point omuidere', aient la meme tangente en oe 
point, ou j aient un contact dun certain ordre; aiors, n representant 
cet ordre, n-f-1 I« nombre des points consecutifs communs aux deux 
branches, ü faudra evidemment ajouter ä />(*— 1) le nombre 2n pour 
avoir celui des tangentes superpose'es avec oelle dont il s'agit, puiaque 
chacune des intersections consecutives doit etre consideree comme un 
point double. 

237. Ces considerations, sur lesquelles nous avons un peu msiste\ 
moDtrent en quoi reside la diföculte* d'assigner, dans chaque oas particu- 
lier, le nombre effectif des tangentes distinctes d'une courbe, et qui sont 
paralleles a une droite ou issues d'nn point arbitrairement donnes sur soa 
plan. Mais, comme H est evidemment une infinite* de lignes, d'un degre* 
dn une m, qui n'ont aucun point multiple meme dans le sens general que 
nous l'entendons, il en resulte qu'il existe aussi une infinite - de lignes, de 
ce dogre", qui ont m(m — 1) tangentes distinctes issues d'un point donne*. 
Quoiquil en soit, et en admettant meme qu'on n'eut jamais tu ni construit de 
lignes geome'triques privees de tout point multiple, Q n'en serait pas moins 
vrai de dire, d'apres ce qui precede et d apres le principe de continuite", 
que toujours le nombre total des tangentes d'une courbe de degre* m, 
sera egal u m (m — 1), pourvu qu'on tienne compte des tangentes su- 
perposees, des tangentes imaginaires etc. de la meme maniere que, dans 
Tappreciation du degre d'une courbe donnee, nous tenons compte aussi 
de ses intersections, de tout es les especes, avec une transversale arbi- 

dont les intersections soient essentiellement reelles ou distinctes. 

En effet, la geome'trie intuitive comme la geome'trie anab/tique, 
nous presentent, k l'envie, des courbes et des surfaces dont eertains points, 
certaines branches ou nappes sont imaginaires, oonfondues, re*duites ä des 
lignes ou a des points isoles, etc., soit en totalite, soit seulement en partie 
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(Propras projectives, Supplement •) No. 628.), saus que ces oourbes et 
surfaces cessent, pour cela, de jouir de oertaines proprietes, »ans quelle* 
doivent oesser, d'une raaniere absolue, de faire l'objet de nos raisonne- 
mens et de nos investigations geomeltriques ; car toutes ces bizarreries ne 
nous repugnent que parceque nous ne possedons pas bien encore la me- 
taphysique de la science qui a pour objet la grandeur figuree. 

Exem^le» relatifi a de« ligne» ou systemes de ligne« particuliens $ redierche du nombre 
et du degre des interaections des courbet et nirfaces. 

238. Pour montrer comment le principe general, e*tabli ci-dessus, 

sur le nombre des tangentes des lignes geometriques issues de points don- 

nes, trouve son application daos chaque circonstance particultäre, iL n> a 

qu'a se propoaer la reoberche directe de la denvee du Systeme de m droi- 

tes tracees arbitrairement sur un plan, en remarquant qu'ici on peut pren- 

dre les tangentes paralleles u une directum donru'e, sans limiter, en rien 

(233.), l'^tendue de la quesbon. La construction generale fournira positive« 

ment m ^ droites distinctes passant respectivement par les intersec- 
tions mutuelles des m droites proposees, mais dont chacune devra fitre 
ceusce double, ce qui doonera en tout m{m — 1) tangentea ; circonstance 
qui tient a ce qu'en effet, le Systeme de deux droites qui se coupent sur 
un plan, doit etre conside're' comme une sorte d'byperbole dont les som- 



•) Nos lecteurs remarqueront qu'il s'est gltsse, vers le commeneement de ceNo., 
une erreur de langage relaitvetnent aux intersections orthogonales des surfaces ; il j 
est dit que de pareilles intersections, pour des surfaces quelconques, delerminent tou- 
jours un des systemes de lignes de courbur« de ces surfaces; il faut sousentendre 
qu'il s'agit de surfaces quelconques du second degre*. 

Je profiterai en meine tems de cette occasion , ponr prevenir qu'en redigeant 
la mattere des Nos. 584. et suivans du suppliment du meine ouvrage, concernant la 
perspective des bas-reliefs, j'ignorais completement qu'il existat en Allemagne, sur cet 
objet, un ecrit tres bien fait ayant ponr titre: Essai d'une thlorie de la perspective 
des reUefs, dispos/e de manifre d servir en mime tems aux peintres ; par J. A. Breysig, 
professeur des beauz arts a l'ecole royale et provinciale de Megdebourg, imprime, dans 
catte meine ville, chez George Christian Keil (annee 1798). 

Ce petit ouvrage qui meriterait d'etre traduit dans notre laogoe , forme un vol. 
in 8 TO de 134 pages, aceompagn^ de 11 planches, et qui contient, sur le trao- des 
bas-reliefs, des preceptes qoi, ponr le fond, se trourent d'accord avec ceux que j'ai 
moi meme etabüs a l'endroit che. Je dois la connaissance de ce Ii vre a Familie" du 
celebre Docteur Jacobi de Koenigsberg, qui, lors de son voyage en France dans l'an- 
nee 1829, m'en toucha quelques mots, et daigna m'en adresser un exetnplaire au com- 
mencement de l'annee suivante, ce dont je le prie de vouloir bien agreer ici l'expres- 
sion de ma -vive et »beere reconnaissance. 
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meto te tont confbndus en un seul aveo le point d'iutersection de ce» droi- 
tei. Si d'ailleurs U arrivait que trois quelconques de not m droites se 
croisassent en un memo point; ce point devant etre considere oomme un 
point triple du Systeme qu'elles forment, il est olair (236.) que tonte droite 
qui j passerait representerait six tangentet superposees de ce Systeme ou 
de la Hgno du m* ordre quü remplace, et ainsi de suite pour les inter- 
sectkras multiples, d'espece Buperieure. 

239. Coocevons encore la parabole cubique ou »es analogues qui 
ont toutes un point de rebroussement <i linfini dont la tangente est eile 
meme situee toute entiere a Tinfini, ce dont on s'assure en obserrant que 
toute transversale, parallele aux branches infinies, n a, avec la courbe, qu'un 
seul point d intersection possible a distance donnee, ce qui en suppose n< ; - 
cessairement (235.) deux conrondus en un seul u linfini, auxquels vient 
se reunir le pretnier quand la transversale se transporte paraUclement a 
eile meme au delü de toute distance donnee. II est olair que, parmi les 
m{m — 1) ou 6 tangentes n la courbe, issues d un point quelconque de 
ton plan, devront se trouver oonstamment les trois tangentes superposees 
(235.), relatives au point de rebroussement; de sorte qu'il ne restera plus 
que trois dernieres tangentes geueralement distinctes et dont deux pour- 
ront Tailleurs etre imaginaires. Si les tangentes devaient etre paralleles 
ii une directum donnee, ou que leur point de concours dut etre a linfini 
sur la tangente du point de rebroussement, celle-ci representerait eVidom- 
nient quatre tangentes superposees (235.), et il ne resterait plus ainsi 
que deux tangentes distinctes qui pourraient meme devenir totalement 
imaginaires. 

La meme discussions peut etre appliquce, mot pour raot, u la 
parabole du 3"* degr<$, qui sert de developpee a la parabole ordinaire, si 
ce n'est qu'ici le point de rebroussement est ü distance donnee, et que le 
point de simple infiexion est o Tinfini aussi bien que sa tangente qui devra 
toujours (234.) etre oomptee deux fois au nombre des six tangentes, de 
la courbe, qui seraient paralleles ik une direction qaeloonque donnee, ou 
devraieut concourir en un point quelconque de la tangente dont il s'agit. 
On appliquera une discussion analogue aux lignes du 3* ordre mentionnees 
par M. Lacroix, u la page 128., No. 86. de son excellent Traiti 414- 
mentaire de ealcul difftrentitl (4* edition), et dont celle qui se trouve 
representee par la figure 22., offre l'exemple d'une courbe du 3* ordre qui 
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est susoeptibte d'aroir six tangentes tonte« distinctes et reelles, iaaues d'un 
meme poiot doone*. Cette oourbe qui I trois points d'inflexiou en ligne 
droite dont un n l'infini, et qui est sans points multiples, a e*te* apeciale- 
ment oonaideree par Maclourin dans son TraiU des lignes geometrioues. 

240. Soit enfin le Systeme de deux lignes geome*triques quelconques, 
de degre* m et *, tracees sur le meme plan et quon peut regarder commc 
une seul ligne geometa-que du degre* m + m le degre* de sa deVivee, ou, 
ce qui est la meme cbose, le nombre de ses tangentes paralleles a une 
droite ou issues d'un point donne* sera toujours (m+n)(m+n— .1); 
mais, parmi ces tangentes, se trouveront comprises 1° Ies m(m — 1) tan- 
gentea de la courbe (m); 2° les 1) tangentes de (n); 3° enfin cha- 
cun des couples de tangentes superposees relatives aux interseotions de 
ces courbes, lesquelles doivent etre conside'rees oomme autant de points 
doubles de la bgne (/m + n), dont le nombre est ainsi en gäieW et au plus 
(m-f-ji) (m + n— t) — m(m — 1) — n(n—l) 

— mm 

c'est-a-dire egal au produrt des degre* des denn courbes simples (im) et 
(n), oomme on pourait le preVoir dapres le theoreme connu sur le nombre 
des interseotions de deux courbes de degres donnees et traoes sur un 
meme plan. 

Ainsi la oonsideration de la denree des courbes planes geWtri- 
ques nous fourntt un moyen de deeouvrir le nombre des intersecrions 
commune» de ces courbes comme eile nous a fourni oeliri de decouvrir 
le nombre de leurs tangentes iaaues de points dounes, et comme eile four- 
mrait aussi les moyens de trouver, a priori, tous leurs points multiples de 
differena gen res, c'est-A-dire de croiseroent, de tangence, de rebrouase- 
ment etc. : il ne a'agirait, en effet, que de prendre leurs denvecs par rap- 
port a deux directions arbitraires et au meme axe, puiaqu'elles devraiont 
avoir en commuo, sur cet axe, les poiots qui repondent atix points mul- 
tiples dont il s'agit. 

Le meme genre de raison nemens etant applicable d'ailleurs aux sur- 
face« et aux syst^mes de surfaces geomAriques pourvu quon remplaoe 
Taxe par un plan fixe quelconqne, on en doduira beaucoup d'autres theo- 
remes analogues relatifs aux plans tangens de ces surfaces issus d'une droite 
doonee, aux cdnes qui leur sont circonscrits , au degrt et au nombre 
de leurs interseotions communes deux ü deux, trois a trois etc., theo- 
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remeft dont plusieurs ont dejä 6t6 demontres ou simplement mentionnes 
dans la premiere partie du Memoire sur la thiorie ginirale des polai- 
res riciproques. 

241. A cet effet, on prouvera dabord sans beancoiip de peioe, 
qua la surfaoe oonique, circonscrite u une surfaoe queloonque du degre 
m, est g^neralement du degre m — 1 seulement; d'ou Ton conclura, par 
le genre de raisonnement que nous venons de mettre od usage, que la 
oourbe dintersection de deux surfoces quelconques des degres m et w, 
est eile meme du degre" mn; propoaition dailleurs Evidente a priori, d a- 
pres ceUe qui concerne les intersections des simples courbes planes, et si 
I on admet, pour definhion des courbes u double courbure de degre* m, 
que de teile« courbes sont susceptibles d'etre rencontrees en m points 
m 1h, imaginaires etc. par un plan axbitraire, ou, oe qui revient au meme, 
que leurs difuarentes projections sur des plans quelconques, doivent etre 
des courbes geometriques du degre" m. 

Ces preliminaires etant &ablis, on demontrera ensuite que le nombre 
des intersections d une courbe A double courbure, du degre p, aveo une 
surfaoe queloonque de degre m, est generalement et au plus fim, en ob- 
servant, a oet effet, que la derivee (233.) du Systeme de cette courbe et 
de cette surfaoe, prise par rapport a un plan-axe queloonque et paralle- 
lem eiit u une droite fixe arbitraire, est eile meme une courbe ä double 
courbure du degre |tm, puisque d ailleurs on doit ici faire abstraction des 
Tri (m — 1) oordes qui, sur chaque transversale issues des points de 0*), 
appartiennent u la surfaoe (m). 

Menant, en effet, un plan transversal queloonque parallele ä la di- 
rection donnee, ü coupera O) en fi points, a chacun desquels correspon- 
dra une transversale parallele a cette meme direction, contenant m inter- 
sections de la surface (m) et parconsequent m abscisses ou cordes comp- 
tees de oe point, ou enfin (233.) 2 m points de la derivee que I on con- 
sidere. La totalite des points (ft), oompris dans le plan transversal dont 
U s'agit, sera dono ftm, donnant lieu a 2mp points de la derivee egale- 
ment oompris dans oe plan; et, attendu que cette derniere ne saurait y 
en avoir d'autres ä distance donnee ou mfinie, U faut biea quelle soit, en 
gtWral et au plus, du degre" 2m r u 

Finalem eut, oosune aux iutereectioDS de la derivee aveo le plan- 
axe doivent correspondre un pureil nombre d intersections de (ji) aveo (m), 
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et que oes demüres donnent Im A des points doubl« sur le plan dont 
il s'agit , ou qui sont Ia renoontre mntueUe de deux brauche* distfoctes de 
la deroee, fl s'en suit rigoureusement la propoain'on avanoee que 

Toute courbe ä double courbure, du degre" (l, rencontre , ginimle- 
ment et au plus, en mp points uns sur/ace g4om4trieue ouelconaue 
du degre" m. 
Dono auari 

Trois surfaces ouelconoues des degrds m, n, p fentrecoupent gint- 
ralement et au plus, en m X « X /» points. 

G^neraliMtion du mode de tranrformatkm propo^ poor Im courbe* geom&riqaes. 
242. Nous ne pousserons pas plus lob oes deruiore* oonsiderations, 
qui nous conduiraient u un grand nombre de propositions curieuses sur les 
oourbes h double courbure, et les surfaoes, paroequ'elles nous feraieot 
perdre de vue, trop tongtems, l'objet actuel de nos investigations relatives 
aux faisoeaux de tangentes des lignes geometriques. 

Jusquid, en effet, nous avons suppose" les points de ooncours de 
oes faisoeaux a Tinfini ou les tangentes paralleles; ee qui nous a pernus 
de discuter, aveo faciüte, les singularite* qui leurs appartiennent; or il est 
bon de faire voir comment nos oonstruoüons peuvent s'etendre direotement 
au oas ou le point de concours est a une distanoe donnee sur le plan 
de la courbe, sans qu'on soit oblige de reconrir (233.) u la protection de 
la figure sur un nouveau plan. Pour oela, 3 ne s'agira que de generaliser 
ces oonstruotions de maniere 'qu elle« diviennent naturellement projec- 
tives, ou telles qu'eHes dexneurent applicables ii la fuis a toutes les pro- 
jeotious ooniques de la courbe propose>, oe qui est tres fädle conune 
oo vft le voir. 

Afin d'obtenir, sur une transversale queloonque parallele a la direo- 
tion donnee, tous les points qui appartiennent ü la derivee de la oourbe 
(m) , nous avons tadtement supposee dans le No. 233. , qu'on ferait usage 
du oompas ou de mesures graduees; mais on peut inun&iatement ramenor 
la determination de oes points A une Operation qui n'exige que le trace 
de droit es paralleles, lesquelles, comme on soit, se ohangent, dans les 
perspectives ou projections ooniques de la figure, en de simples lignes con- 
oourantes suivant des points donnes; oe qui rend les Operations purement 
lbeaires ou les abaisse au 1' degro. 
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Ayant, en effet, de*termin6*, tur la transversale quo l'on oonsidere 
en particulier, las m intersections qui lui oorrespondent dans la oourbe 
proposee, on ntenera, par un point ou pole arbitrairement choisi nur la 
droite qui sert daxe n la derivee, une parallele u eette transversale, puis 
m autres droites aux iuteraections dont il sagit. Cela pose, on conduire, 
par chacune de ces intersections m — 1 nouvelles droites paralleles a Celles, 
des m droites predidentes, qui n'y passent pas ; oe qui donnera, en tont, 
m (m — 1) droites de cette espece, rencontrant la parallele a la trans- 
versale en un pareil nombre de points distincts du pöle fixe par lequel 
est eonduite cette parallele, et qu'on ramenera sur la transversale eile 
meine u Iaido dun dernier Systeme de paralleles ä Taxe; oe qui donnera 
e'videmment tous les points et les seuls points qui peuvent appartenir a la 
foia a la derivee et u la transversale consideree. Ainsi donc ces memes poiuts 
seront en nombre de m{m — 1) comme nous l'avons precedemment trouve*. 

Fesant maintenant varier la transversale dont U s'agit, sans en chan- 
ger la direction et de facon quo sa parallele, passant par le pöle fixe, reate 
eile meme invariable, on obtiendra la suite de tous les systemes de 
m(m — 1) points de la derivee, dont le degre* sera ainsi m(m — 1), comme 
nous l'avions primitivement demonträ en recourant Ä des considerations re- 
latives a l ordre et aux permutations possibles de« intersections de chaque 
transversale aveo la oourbe proposee. 

234. Le degre de cette derniere oourbe, pas plus que celui de 
la denvee, no pouvant changer par les eflets de la protection conique, on 
voit que les oonatruetions qui preeödent seront imraediatement applicables 
au cas ou le Systeme des tangentes cherche'es et les tansversales auxi- 
liaires des deux oourbes, au lieu d'etre paralleles a une droite donnee, 
devraient concourir en un point fixe quelconque du plan de ces oourbes. 
Seulement alors il conviendra de remplacer egalement chacun des autres 
systemes de paralleles cousideres, par autant de systemes de droites qui 
convergent en de nouveaux points situ<?s sur une droite quelconque pas- 
sant par le point de concours des tangentes , et representaut ici la droite 
qui contenait, dans nos premieres hypotheses, tous les points situes a l'in- 
fini sur le plan de la figuro (voy. les Nos. 105. et 106., pag. 53. du Traiti 
des proprittis projectives). 

Mais, sans nous arreter a ces oonstruetions par lesquelles nous se- 
rions ramenes aux diverses consequences des No.234. et suiv., qui con- 
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oernent les tangentes singuLeres et superposees des points multiples, 
nous passerons, de suite, u oe qui coocerne le röle que jouent de pa- 
reilles tangentes dans toutes les relations de grandeur ou de Situation, 
appartenantes aux faiseeaux convergens de tangentes quelconques des 
lignes ge'ome'trique«, relations que la theorie des polaires reciproquea nous 
montre etre exactement les inverses de Celles qui appartiennent aux Sy- 
steme« d intersection de ces lignes par des droites arbitraires. 

Du röle que jouent les tangentes singulare* des poiots multiples, dans toutes les relations metri- 
ques ou descriptifes des courbes. ~ Remarques nouvelles sur les polaires reciproques. 

244. Reportons nous au principe general des Nos. 129. et 130. du 
Memoire qui contient cette theorie, principe que, d'apres la remarque 
deja plusieurs fois faite*), on doit considerer comme fundamental dans 
toutes les recherches qui ont pour objet de de*couvrir les proprietes ou 
relations quelconques concernant les faiseeaux convergens de tangentes 
des lignes. 

Soit dailleurs, sur un plan, unc ligne ge'ome'trique du degre m, 
et A laquelle parconsequent rdpondent, en gen«'ral , m{m — 1) tangentes 
issues d un mime point quelconque; supposons enfin que cette courbe 
ait un point multiple d une certaine espece, auquel correspoodent , par 
exemple, n tangentes singulieres confondues en une seule suivant la di- 
rection indiquee par une droite arbitrairement mende par oe point, et 
qui devront vire censees faire partie des m(m — 1) tangentes issues d'un 
autre point quelconque de cette droite. Cela pose*, si, en vertu des 
Nos. 129. et 130., on suppose que, des trois sommets d un triangle quel- 
conque ABC situe sur le plan de la courbe, on mene, a cette memo 
courbe, les trois systemes de m(m—l) tangentes qui leurs correspoodent, 
et qu'ayant trac<? arbitrairement une transversale au travers de ces sy- 
stemes et des cötes du triangle, on nomme p, p' y p" ... . ses intersections 
avec le faisceau des tangentes issues du sommet c du triangle; g, q". . . . 
ses intersections avec le systAme des tangentes issues de ß, enfin i, b t c 
ses intersections avec les cötes BC % AC et AB respectivement , on aura 

(a p)(bq)(cr) f 
{bp){cq){ar) ~ *» 



*) Voyez U fin da rintroduetion et I« No. 153. 

52' 
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m oonservant d'ailleun lea antrat Convention* adoptees aux Nos. dont 
il s'agit. 

Mas, attendu que n tangentes de ohaque 
fonduea aveo la drotte qui joint le 
le poin t multiple, la 




ap .bg.cr (apf) (brf (crQ f # 



dana laquelle b y <f, r sont censes repreaenter lea intersections de la 
renale aveo la tangoute multiple et />"...., r', r".... 

oelles dea trois systemes dea m — n tangentes restantes relatives u ofaacun 
dea Bommets du triaogle , tangentes qui sont oensees distinotes entre eile« 
et de la transversale du point multiple, quoique d'aüleura ellea puiaaent 



part et en vertu du No. 126., nous avoua aus«, 
trois droites joignant lea aommeta A y B, C au point multiple: 

ap.bg. er ^ - 
bp.cq.ar * 

Ce qui fak voir que lea fiusoeaux de tangentes, distinetes du point 
ple, jouissent entre eux et par rapport aux cötes du triangle ABC, de 
la memo correlation de Situation qui appartient en general aux faisceaux 
complete forme* de toutea lea tangentes isauea dea momes pointa. 

Cea oonaiderations s'appliquant d'aüleura auaai bien a la relation 
du No. 129. qu'a oelle du No. 130. qui vient de nous ocouper, et etant e*ga- 
lement applicable a toutea le* autrea relation* qui pourrsient etre deduite» 
de oellea Li, il en resulte general erneut que, dana los reche rc he» relatives 
aux proprietes projectives dea Ugnea geometriques, on peut mdifferemment 
aupprimer ou tenir oompte des tangentes singulierea ou auperposeea qui ae 
rapportent aux pointa multiples, pourvu qu'on en ren'enne un nombre pa- 

245. D apres cea Observation*, on ne sera plus surpris de voir la 
theorie des polaires reoiproquea nous oflrir dea oourbes geom^triques dont 
le degre surpasse, en apparenoe, le nombre dea tangentes issues de pointa 
arbitrairement donnee sur leur plan, et joinssant par rapport a oes Syste- 
me» de tangentes, de relation» metriques ou descriptives essentielles et di- 
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stinctes: oette ciroonstanoe tient, comme on roit, u oe que, dans oertains 
gen res de questions, on peut negtiger totalement Ia oonsideration des tan- 
gentes »ingub'eres, de Ia meine mauiere que, dans d'autres, relatives au 
degr^ et aux syateme» d'interseotions des lignes geom&riques, on peut 
negbger I" droites ou assemblages de droites que, dans de» 
plus generale*, on aurait et<5 primitivement oonduit a 
mant une partie integrante de oes lignes. 

C'est precisement kl, en oft et, oe qui arrive h I'egard de Ia polaire 
reoiproque d une oourbe donnee possldant des points multiples; comme 
nous l'avoos fait voir aux Nor. 07. et suiv. de notre precedent Memoire. 
Car oette polaire doit neoessairement comprendre, un oertain nomhre de 
Ibis, les tangentes commune« ft deux ou k plusieurs de ses brauche«, les 

d'inflexion et de 
dans l'appreciation de Ia 
des tangentes confondues en une seule avec ohaoune de 1 
Ia, attendu que nous n'avions pas alors approfondi la question comme nous 
venons de le faire, et que nous ne pretendions qu'expliquer geoeralement, 
oomment la polaire reoiproque, d'une oourbe de degre* m t qui est eile 
meine du degre" m{m — 1) en geW'ral, pouvait oependant n'avoir que 
m tangentes issues d un point arbitraire, c'est- a-dire n otre simplement 
que de la meme classe suivant Ia 



Or cela se ooncoit tres bien si oette polaire possede des points mul- 
tiples en nombre et d'espece tels que Ia somme des tangentes multiples 
qui leur sont relatives, soit neoessairement 

m(m — \)[m (m — 1) — 1] — /n =» m 5 (m— 2). 

240. Pour faire entrevoir 1'origine et Ia possibilite" de tous ees points 
multiples , nous supposions que la oourbe proposee, oensee la plus gene- 
rale du degre" m, devait eile meme neoessairement aroir un oertain nom- 
bre de tangentes multipto commune» a deux ou plusieurs de ses 
ches; oe qui est rrai en tbese generale et si I on n'entend point 
oer que ees branches sont essen ti eil emeot distinetes entre eil es, man oe 
qui oesse de l'etre si on admet, au oontraire, comme nous sembtons l'a- 
voir fait inconaiderement Ten la fin du No. 67., que les points multiples 
de la reoiproque peuvent etre des points de oroisement veri table, ou, 
tout au mein», des points double» repondant a des tangentes 00 mm uu es 
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ä deux brancbes diatinctee de la oourbe primitive. Car fl parait clair, 
daprea lea observations des No«. 237. et 239. ci- desaug, que les courbea 
geom^triques , »piels qu'en soient d'ailleurs le degre et l'espeoe, ne sau- 
raient essentiellement et toujours posseVler de telles tangentea, pas plus 
quellea ne possedent toujoura et necessairement des poiots de eroise- 
ment veritable. 

Or , comme suivant ce qui precede ( 235. et auiv .) , lea points de 
rebroussement dea divers g eures , jouent aussi le röle des points de eroi- 
sement veritable, et qu'ils ont pour reciproquea polaires d'autrea points de 
rebrouasement ou des points d'inflexion (69. et 70.), dont la tangente en 
repreaente plusieurs (235.) confondues en une seule qui doit etre censee 
commune au moins u deux brancbes aboutiasant a cea memes points; 
attendu oea circonstanoes , disona nous, il faut bien admettre que toute 
courbe du «legre m, qui n a ni points do eroisement veritable, ni tangen- 
tes communea a des brancbes distioctes, doit au moins posse'der des points 
d'inflexion et de rebroussement ou toute autre espece analogue de points 
dont lea tangentea seraient osculatricea de la courbe. On peut meme affir- 
mer, d'apres ce qu indique la theorie dea polaires retiproques, qu'une 
oourlie plane d'on degre* donne*, non seulement possede g«'ne*ralement de 
cea points, mais en possede dautant plus que le nombre ou la rault gli- 
che de aes points conjugues et de eroisement veritable, est moindre. 
Questiou et transformation» inrene* relntires ä la Loi qui lie le degre de« courbe* ä lenr cImsc 



247. Si nous nous proposions oette question, inverse de celle qui 
nous a occupe" dans les Nos. 233. et auiv. i une courbe de la n* elasse 
(245.) itant donnee sur un plan, quel est son degre ou quel est le nom- 
bre de points suivant lesquels eile est sueceptible iHre coupie par une 
droite arbitraire? On trouverait, pour reponse inevitable, le nombre 
«(/! — 1), soit qu on observat que le degr^ de la polaire reeiproque de 
cette courbe est aimplement (66. et 67.) n, et sa classe generalement n (rc— 1), 
soit qu'on recbercbAt directement et par dea Operations inverses de Celles 
qui ont ete exposces au No. 233., quel est le nombre des intersections 
de la courbe proposee par une droite arbitraire. Mais attendu que, parmi 
ces intersections, se trouvent necessairement comprises, un certain nombre 
de fois, oelles de cette memo droite avec les tangentea siogulieres oom- 





Digitized by Google 



29. Ponctlet, amttyte des transvrrsaltt. 



407 



s'opere aux points de rebroussement et d'inflexion de dififerens genres; 
comme oes tangentes ne font reellement pas partie de la courbe proposee 
(/i), 011 voit que le degre de cette courbe sera reellement moiodre que 
n(n— 1), si eile possede de pareiltes tangentes, et eile eu possedera n&- 
oessairement im oertaio nombre comme on le Terra tout A l'heure, memo 
quand eile serait la plus generale possible de son degre. Sans insister 
sur le* Operations inverses dont U s'agit, nous ferons cependant remarquer 
qu elle« donnent lieu a la oonsideration d'une nouvelle espece de d&ivee, 
dont la classe est effectivement n(n — 1), quand celle de la proposee est 
n, et dont la construetion peut etre finalement ramenee A ce qui suit: 

248. Soit (a) une droite arbitrairement donnee sur le plan d une 
courbe de la classe n, c'est-A-dire susceptible d'avoir n tangentes distinotes 
issues d'un memo point quelconque de ce plan, et de laquelle il s'agit de 
trouver le Systeme total des intersections avec (n) au moyen du trace 
d'une certaine courbe auxiüaire. Par un point p egalement arbitraire, 
soit menee une parallele (6) A (o) ; d'un point quelconque a de cette der- 
niere soient menees les n tangentes relatives A (n) et rencontrant (A) en 
n points oenses generelement distinots entre eux. A partir de /», on por- 
tera sur (£) les n(n — 1) distanees ou interralles qui se'parent ces n points 
combines deux A deux, de toutes les manieres possibles, par rapport u la 
grandeur et A la position (233.); cela donnera lieu A n(n — 1) nouveaux 
points sur (Ä), qui, etaot joints avec a , fourniront un pareil nombre de 
droit es; fesant varier le point de depart a de ces droites sur (o), leur 
enveloppe generale sera une courbe continue de la classe n(n — 1), qu'on 
peut nommer la dirivie de (/i)> et dont les tangentes, issues de p, don- 
neront, par leurs rencontres avec la droite (o), toutes les intersections de- 
mandees de cette droite et de (n) j lesquelles seront, en general, au nombre 
de n(n — 1), conformement a ce qui a ete primitivement annonce". 

Mais comme, parmi ces intersections, se trouveront ndeessairement 
oomprises, un certain nombre de fois seien lern- espece, les intersections 
de cette meme droite (a) avec les tangentes aux points de rebroussement 
ou d'inflexion de (n) et les tangentes multiples commune« A plusieurs branches, 
on voit qu'effectivement le nombre des intersections veritables de la courbe 
(/i) et de la transversale («), ou, ce qui rerient au meme, son degre, 
pourra etre de beaueoup inferieur A n(n — 1), conformement A la remarque 
qui en a dej'A ete* feit ci-dessus. 
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ment Heu, mAme pour les oourbe* let plus generale» de chaque degi^, 
ou qui posse'deraieHt veritablement m (m — 1) tangentes distinetes issues 
des memes pointi et dont le degre" serait m. 

En effet, on a alors, n designant toujours Ia elasse, 
n = m{m — 1); d'oü n(jt — 1) = m % (m — Vf — m(m — 1); 
et oomme, par bypothese , le degre' effectif de k oourbe est reeUement 
m, il faut bien que oette oourbe, ri eile n a aucun point multiple, posadde 
tout au moint des poiuts d'inflexion ou des tangentes osoulatrioos dont la 
somme des indices de multiplicite* soit 

n(n — 1) — m = m*(m — 2), 
c'est-ä-dire que, dam les Operations graphiques oi-dessus, supposees 
appliquees a notre oourbe generale du degre m et dont la elasse est 
m(m — 1), m*(m — 2) des n(n — 1) intersections trouvees sur la trans- 
versale arbitraire (a) appartiendront aux tangentes osculatrioes dont ü sagit. 

En general, m etant le degre et n la dawe veritables d une oourbe 
geome'trique, si on nomme t la somme des indices qui exprime la multi- 
plicit^ de oes Afferentes tangentes osoulatrioas, et u celle des indioes qui 
se rapportent (236.) aux soit-dkant tangentes relative* a des transver- 

t -j- m — n(n — 1), u -f n — m(m — 1); 
oe qui etablit une relation neoessaire entre t et u pour une oourbe de 
degr^ donnd tn. On en d^duir, en effet, 

t = «•-ö[2m(m-l)-l] + « 1 (m-2) ) 
relation qui a son analogue pour le cas oü la classe est donnee. 

Indication (Tim noureau aode de trtaiformatxm de* figum, «nalogue * celai d« pole« et polakes. 

250. La polaire d'une oourbe plane qttelconque, par rapport a 
une section oonique ordinaire, prise pour direotrioe ou auxiliaire, fait d&> 
couvrir, sur le obamp, oomme nous l'ayons vu, la ©orrelation ou la de- 
pendanoe qui lie les systemes de tangentes aux systemes d intersections; 
mais on peut eboisir un mode de transformation plus simple enoore, et 
qui permet de disouter, avec une egale facilite", les affecbons generale* 
des ügnes relatives aux unes et aux autres. Nous croyons ne pouvoir 
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en peut de mot», oe noureau genre de tranaforrnation , qui se trouve 
pour aiusi dire toüt indiquv par le rapprochement des propositions expo- 
aees da» lea N" 204. et 205., 210. et 211. du Tratte des proprio tes 
projectives , pag. 110. et suivantes, propositions qui permettent de con- 
atruire lioeairemeat las lignes du 1 du 2* ordre par l'enveloppement de 
leura tangentea ou par lea interoectiom de simples lignes droites. 

Soit, en effet, abc un triangle variable dout les sommets a, b aont 
assujettis a deoieurer sur les droites ou directriccs arbitraires as et bs, 
se recontrant en * sur son plan, et dout les cdtes cc, bc, prolongea in- 
ner le point de concours * des directrioes. Oo a ni, par lea N°* 205. et 
211. de l'ouvrage cite, que 1°. ai le deroier so turnet c du triangle abc 
est assujetti ä demeurer sur une droite quelconque de son plan, le troi- 
sieme cöte* ob, qui reste b'bre, pivotera lui m^me sur un dernier point 
fixe comme pdle, lequel se trouvera u rintersection des detix droites me- 
neea, de p et de o, vers les intersections respectives de la droite donnee 
et des directrioes sb et sa; 2°. reciproquement , si le cdte* ab pivote sur 
un dernier point fixe quelconque conune pdle, le soromet c, qui lui est 
oppose, deerira une troisieme Ugne droite passant par les intersections des 
directrioes sa, sb et des droites qui joignent reapectivement le point fixe 
dont il s'agit avec lea pdlea g et p. 

En nommant le sommet c point dirive" de ab, et le cdte* ab droite 
derivee de er, par rapport au Systeme des pdlea et des directrioes propo- 
ses, on pourra eoonoer plus shnplement cea deux theoremes, en la nia- 
niere suivante: 

„Si un oertain point est assujetti u demeurer sur une droite don- 
„noe, sa derivee pivotera sur uu point fixe ou pdle qui aura reoproque- 
„ment pour derivee la droite dont il sagit; et, vice- versa, ü une oer- 
„taine droite pivote autour d un point fixe quetoonque comme pdle, son 
„dorne* demeurera sur la derivee memo de oe pdle.' 

Ainsi les points et les droites derivea jouiasent de proprietea reoipro- 
ques qui permettraient enoore ici de les nommer pöles et polaires reci- 
prooues, comme dans le caa ou la derivation a lieu par rapport aux ligne« 
du seoood ordre. 

Cn/Ut J<*irm) S, M. Bd. TTO. HA. 4. 53 
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251. Ces proposrtions , qui se deinontrent de la maniere la plus 
simple et la plus elementaire, oondirisent, sur le champ, au mode da trans- 
formation aimonoe. Car, ai ou remplace la directrioe lineaira du sommet 
c y per une oourbe quelconque du degre m , le oot& ab ou la derivec de 
ee sommet, enveloppera une äutre ligne <rae la discussion apprend etre 
geueralement du degre m(m — 1), et qni sera reciproquement le Heu des 
sommets c qui ont pour denvcos les tangentes de la oourbe proposee. 

Pour demoutrer ce double tbeoreme, qui mooire que la oourbe 
primitive et sa denvee sout exactement redproques eotre elies per rap- 
port aux direotrices sa, sb et aux deux points ou pöles fixes p et ?, a 
peu pres de la meme maniere que le sont y par rapport u une ligne du 
seeond ordre quelconque , deux courbes traoees sur le plan de nette ligne 
et dont obacune seeait la polaire de lautre, pour demoutrer, dbons nous, 
oe double theoreme, il ne s'agit que de remarquer que les raisonnemens 
par lesquek uuus avons etabü cette derniere r^oiprooite, aoit dan» les 
N°* 233. et 234. du TraiU des propriiti* projectiws, soft dans les N~ 63. 
et suir. de notre prec&ent Memoire, demeureraient exactement applica- 
bles aux bypotheses actuelles relatives ä la maniere de condure le point 
ou ki droit e qui sout les derives d une droite ou d un point donnes. 

D resulte aussi, de cette remarque, que tous Jes principe« geoe- 
raux, toutes les consequences que nous avons e'tablis, dans oe dernier Me- 
moire, sur les figures qui sont redproques polaire« par rapport a une ligne 
du second ordre, se trouvent aussi l'etre pour les figures qui sont redpro- 
ques suivant la nouvelle aeeeption, et qu'ainsi on arriverait exactement 
aux mernes conclusions relanvement aux proprietes metrique» ou descrip- 
tives des figures traeees dans un meme plan , sauf Celles qui concernent 
les de'pendances particulieres qui lient chaque figure et sa de'Hvee aux di- 
rectrioe« et aux pöles fixes donnes. 

D 'apres cela, il paraft fort inutile que nous nous appesantissions sur 
oe nouveau mode de transformation des figures, et que nous recherebions 
ce qu'il deviendrait pour le cas de l'espace, puisqu'il n'aurait, sur celui 
qu offre ki theorie des polaire« reciproques, gueres d'autres avantages que 
ceux qui peurent resulter d im peu plus de simplich^ dans les eonstruo- 
tions et l'exposition des prindpes. 

Fin de la l n parife. 

Le prec&ient memoire a ete In par l'auteitr a l'academie royale Je* adencM 4« l'institat de FrawK 

Je londi 5. Septbr. 1831. 
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30. 

Avis. 

L/aoadetnie imperiale des seien ces de St. Petersbourg a, de son propre 
mouvement, daigne transmettre au redacteur du present jourual, pour l'jr 
faire inserer, un exemplaire du programme du prix de matbentatiques 
propose par Elle pour oette anoe'e. Le redacteur, en exeeutant aveo le 
plus grand plaistr les ordre« de eette illustre sockHe par l'huertioii suivante 
du programme, et eo Lui adressant en meme tems respeotuenftemeut ses 
remercimens siucores de l'houueur qu'EUe a bien voulu anoorder ii lui et 
h son journal, saiait eette oeeasion d'exprimer le vif desir qu'il a depuis 
longtems, et <pril a de*jn soumis u quelques academies, que (es illustres 
societes sdentitiques des divers pavs voutiissent bien lui Jahre parvenir re- 
gulieretnent, pour les faire inserer daus oes feuilles, leurs programmes des 
prix de mathexnatiques propo*«», et eusuite les liates des ecrits qui auront 
eu'- coiironnes. La publication ainsi miittipliee de ces programmes oontri- 
buerait ii faire connoitre encore plus generalement aux goemetres les ob- 
iets que oeux qui sont u la tete du mouvement des scteuces auront dans 
ie oours du tems jug^ priooipalement dignes de 1 attention des matberoa- 
ticiens. II serait meme bien possible, que quelqu'uu des savans, <pü sans 
cela n'aurait peut-etre pas ete instnüt des problemes proposes, se tron- 
verait engage* ii entrer au concours, et qull en resulterait quelque bon 
ouvrage. t 

Le redacteur ose preaenter par le present aux academies des sc 
ces des divers pays la priere de vouloir bien accorder eette grace u 



Programme du prix de mathematiques propose 1 par l'academie 
imperiale des sciences de St. Petersbourg dans sa seance 
publique du 2». Decembre 1831. 

L/^levation et i abais&ement suooesaifs des eanx de 1'ooean a oooupe* les 
savants dans tous les figes de la pbilosopbie; cependant l'expHcation des 
pWnomenes des marees est due aux moderne». KtpUr le premier avait 
Boupoonne* que leur cause devait reeider daos le pouvoir attractif de la 
luoe. Newton, rattaebant le mouvement de locean A sa grande roi de la 
pesanteur universelle, en a oommenc4 une theorie mathematique. Les 
■uooeaseurs de ce grand geometre, jnsqu'i Laplace, n'ont que peu ajoute 
u sa theorie. Mais eile a recu de ce deruier un grand perfectionoement. 

53« 
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Cependant, depuis que Laplace a publie ses 
rees, l'aoalyse et furtout la physique mathematique ont fait des progres qui 
demandent une theorie plus conforme aux idees aotuelles wir la Constitu- 
tion des bquides, et qui permeUra peut-etre de mieux acoorder le oakul 
et I Observation , particuliurement en ce qui regarde Ie retard de la plns 
haute maree sur 1 instant de la syzygie. 

L'Academie propose aux savants de tous les pajs la question suivante : 
De terminer le mouvement de Voce"an t en considirant t out es les forces 
dont Vinfluence peut 4tre sensible, et eomparer ä ^Observation les hau- 
teurs des mare'es et les instants de leurs arriv4es diduits de la thtorie. 
La chaleur du soleil et .illegale tempe>ature du fend de looean 
ont, sans doute, une influence sensible sur les marees; il serait tres im- 
j»ortatit d y avoir egard, mais alors la grande difficulte' du probleme pour* 
rait forcer les auteurs de renoneer u 1 esperance de la vainore. C'est pour- 
quoi l'Academie n'exige pas que l'on conaidere l'influence de la chaleur 
sur le mouvement de 1'ooean, mais eile ex ige que les equationa differen- 
tienes de ee mouvement soient formees en supposant les liquides compo- 
* es de molecules dkjoiutes; la demonstratio!! de ces Equations est une par- 
tie essentielle de la question. Quant f\ leur Integration, lAcademie ver- 
rait avec plaisir que les auteurs tiennent compte des termes divises par la 
quatrieme puissance de la distance de la lune; cependant la constdeYatkm 
de ces termes n est pas absolument exigee. L'Academie v er rait avec plus 
de plaisir eucore des mcthodes d Integration supe'rieures a celles qui sont 
connues, methodes par lesquelles on eviterait le developpement ordinaire 
en »erie de fonctions qui dependent des forces 



L« terme du coscouis wt fixe au 1' aoüt 1833 st I« prix est de deux cenU 
i ät6c la medaille du jubilä en or da la valeur da 50 ducatt. 
Les memoires pourroot etre Berits en russe, en fran^ois, en alleraand ou en 
latin. Cheque autenr aura soiu d'acfompagoeT son trarai! d'un billet cacbele coate- 
nant so» uoui, «od etat et 1« lieu qu'il babite, et sur lequel U inscrira la m&m* dtriae 
qu'il aura mise en tete de »on nifuuoire. 

Les paquets seront adresslt au Secretaire perpeluel de l'Academie Imperial« 
des Sciences de St. Petersbourg, qui, ü on le reclame, d-'livrera a la parsuan« que 
l'autaur Anonyme lui indiquera, un recu contenaot le numlro et la devise doat la 
piece sera nourrue. 

La decitioQ de l'Academie sera proclamee daas sa seance publique a la Un de 
l'aant'e 1833. L« memoire couronne est la proprio de PAcad£mie; (es 



de coueours pourront etr* retirees de chex le Secretaua perpetuel per les 
qui eo seront chargees de la part de 
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31. 

Nachrichten von Büchern. 



1. So eben iat ti«s dritte nnd letzte Supplement L e g * n d r • 's zu seiner „Th/orie des 
fonetiom elliptiaues" bei Treuttel and Würz in Strasburg erschienen. Diese 
Schrill ist in mehrfachem Betracht von besonderem Interesse. Zuerst ist sie, ah) eine 
neue Arbeit des ehren wert hen Veteran« der Mathematik, dessen Namen schon ihren 
Werth Terborg! , wichtig. Sodann ist sie interessant, weil sie das grolse Werk des- 
selben beschliefst, -welches eine lange Reihe Ton Jahren hindurch, bis auf die Arbei- 
ten Abels und Jacobi's, de« einzigein seiner Art über jene so interessante, neuer- 
dings so erfreulich weiter entwickelte, und nun wiederum noch zuletzt von ihrem 
froheren Pfleger durchforschte Theorie war. Endlich aber hat das Werk noch ein 
eigeuthüraliches Interesse, weil es dem Genius des leider viel zu früh dahin geschie- 
denen Abel, der schon in seinem 24sten Jahre, im fernen Norden, fast von alten 
Hölfsmitleln entblöfst, über Schranken seiner Wissenschaft, dieEuler undLagrange 
nicht überstiegen hatten, sich hinausschvvane , und mit welchem leider wahrscheinlich noch 
koetbare Schätze neuer Entdeckungen in dem Reich« der Wahrheit, der Mathematik, 
in's Grab gesunken sind, ein wahrhaft würdiges Denkmal setzt. In einem Briefe an 
den Herausgeber sagt Legend re am 24steu Marz d. J. : „Vous verrez que ie suis 
„parvenu ä tirer du beau theoreme de Mr. Abel une thüorie toute nouvelle, a laquelle 
„je donne le nom de Th/oric des fonetions ultra - eUtptu/uts „ laquelle «st beaueoup 
,, plus etendue que ceite des fonetiens elliptiques et cependant conserve «vec cella-ci 
„des rapports tres intimes. En travaillant pour mon propre eninpte, j'ai eprouTe' une 
,,grande satisfaction, de rendre un eciatant hommage au genie de Mr. Abel, en faisant 
„sentir tont le nie nie du beau theoreme dont l'invention lui est due, et euquel ob 
„peut appliquer 1a quah'fication de monumentum aere perennius" Mao weifs nicht 
was man bier mehr scheuen toll: dafs ein Mann Ton 80 Jahren, noch mit Jugend 
kraft und Jugeodlust, in den abstractesten Gegenständen seiner Wissenschaft zieh er- 
geht, und ferner über unerstiegene Schranken vordringt: oder jene Bereitwilligkeit, 
fremdes Verdienst anzuerkennen, fände es aich auch bei einem Jünglinge, der des 
gefeierten Gelehrten Enkel sein könnte! Wäre doch eine solche Bereitwilligkeit all- 
' i; sie würde der Wissenschaft wahrhaft würdig sein. Wie gewohnlich be- 
i sich das Rechte and Gute auch hier. Auch Abel war fähig, jedes fremde Ver- 
wahrem natürlichen Herzenstriebe anzuerkennen. Eigensucht war ihm fremd. 
Da schwerlich Jemand deo Inhalt der Leg endri sehen neuen Arbeit besser za 
wordigen und zu erkennen Termocht haben dürfte, als Jncobi, der Zeit- Genosse und 
Geistes- Verwandte Abels, der, ebenfalls noch in jugendlichen Jahren, mit gleichem 
Erfolge und gleicher Kraft ihm würdig zur Seite ging (auch ihm verdankt die Theorie 
der elliptischen Functionen ihre neuere VerToilkomnung, nnd er erreichte darin, unbe- 
kannt mit deo gleichzeitigen Arbeiten Abels, das gleiche Ziel); so hat der Heraus- 
geber Denselben ersucht, eine Übersicht des Werkes aufzusetzen, und er die Güte 
gehabt, sie während seines hiesigen Aufenthalts , noch Tor seiner Rückkehr nach Kö- 
nigsberg, so gebeo. Sie ist folgende: 

Legendre Theorie des fonetions elliptiques, 



pag. 169 - 359. 

Mit dem 3t en Sopplemeote begeh liefst Herr Legendre den 3ten Theil 
Werkes über die elliptischen Functionen : Traiti des fonetions elliptiques et des inte- 
grales Sulerimnts, avee des tables pour en facüiter le cakul num/rique , chez Treuttel 
et fTurtz), welches anfänglich nur aus zwei Theilen bestand. Diese Fortsetzung umfafst 
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in drei nach »tojnJar erschienen Supplementen die durch die neaera Untersuchungen 
diesen Gegenstand veranlagen Ergänzungen de» Werk». Die beiden ersten Supplemente, 
welche des 3ten Theil beginnen, wurde« bereits vor dem Erscheinen der eignen Oer- 
Stellung de» Referenten publicirt, sie entstanden aus kurzen, in diesem Journal und den 
Astronomischen Nachricht»» gegebenen Notizen, so wie aus wenigen brieflichen Mitthei- 
lnngea von dem Entwicklungsgänge, den die Untersuchung nach und nach annahm; 
daher die Darstellung in ihnen al» eine ganz eigentümliche tu betrachten ist. Abels 
Arbeiten über die elliptischen Transcendenten sind hierbei weniger benatzt 

Das 3te Supplement, dessen Inhalt wir hier neber angeben wollen, beginnt da- 
mit, «ine im isten Supplement gelassene Lücke im Bereiche des Haupt -Theorems über 
die Transformation auszufüllen. Ci ist dies der Beweis, dals wenn V aad V zwei 
gaaze rationale Functionen von x von der Beschaffenheit sind, daf» 

irr uu)(rr— *»uu) = (»--*»)(» TT, 

die Substitution y — y immer der Diffarentialgleichuag 

dy _ Mdx 

V(t — y^vxi— *\r*) ~ v~(i— x*)v~(i — x**-*) ' 

wo VI eine Constante bedeutet, Gen lipo leistet. Durch dieses Theorem, welches ein 
Grundprincip der Transformation der elliptischen Iranscendenten ist, wird diese ein 
rein algebraisches Problem, da die Functionen V and V, für jeden gegebenen Grad der 
hüchMeo derselben, dnrch die angegebne Bedingung vollkommen bestimmt sind. Ein 
Allgemeiner Algorithmus für diese Bestimmung ist ein schwieriges Problem, dessen 
Haupttlieil die Erfindung der jedesmaligen Gleichung zwischen den Moduln X und A 
bildet, indem sich allgemein durch x und A und die Differentialqucrtienlen von A nach 
x, wie Referent in einer Notiz in diesem Journal bemerkt hat, die Coefficieaten von 
f; und V algebraisch ausdrücken lassen. 

In einem folgenden §. siebt der Verf. die elementar« geometrische Consfrucrir» 
für die Vervielfachung der elltpt. Transformationen, welche ich in einem der frühem 
Bande dieses Journal» milgetheilt habe. Das Problem der Vervielfachung besteht, 
wie man weif«, darin, aus einem Winkel einen Winkel <p ., zu ladea, so dals 

*(ffn) = *P(ft), *"> F(o>) gg^ y^-j^g- . Aas einem Punct« A eines Krai- 

'2 H 

»e» , dessen Halbmesser 11 , zieht man durch den Mittel pan et eine Linie AO ss —y-, 



und errichtet auf ihr in t) ein Loth l; hierauf nimmt man aof der Peripher» 

■■iif, , und beschreibt einen i weiten Kreis, der die 5 



rem 



Kreises den Bogen AA 

AA' berührt and mit dem ersten die Linie / zur gemeinschaftlichen idealen Secante 
hat. Beschreibt man nun von A eos in den ersten Kreis das Stück eines Polygon» 
AA'A"A"' . . . • A\ , das zugleich dem 2ten Kreise umgeschrieben ist , so ist , wenn 
A { der End punct der nten Seite ist, AA™ — 2o? n . Dem Verf. grabt diese Con- 
rtion zu manchen interessanten Erörterungen Veranlassong. 

!n den folgenden JJ. wendet sich Legendre zu dem grofsen Abe Ischen Theo- 
, wodurch derselbe das Eul ersehe Theorem, welches die Basis der Theorie der 

elUptiscfaea Transcendenten bildet, aof alle Integral« von der Form f rf ^ffl t 

wo /(xl eine rationale und A* ein« ganze rationale Function von x 
dem der Verfasser für den allgemeinen Fall in nähere Ent Wickelungen 
ist, uud daraus, wenn X auf den 4ten Grad steigt, die bekannten Fori 
•UipÜscbati Iutagrale dar drei Gattungen abgeleitet hat, wendet er die alhje 

P x d x 

rie a«f die Trarueendente / — an , welche für die Werthe x = 1 und 

«/ o VII — x ) 

JT zurückkommt. Ex giebt Mittal an, den Werth 
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ur Transeendeote für jeden reellen und imaginären Warth ron x zu berechnen, und 
prüft dann durch daran Hülfe da« Ab «lache Theoram in einer Menge numerischer Bei- 
spiele, welche alle mit gröfster Genauigkeit in einer großen Anzahl Decimalslelleo 
ausgeführt sind. Man bewundert hier wieder den unermüdlichen Rechner, der die 
gtofse Arbeit dar elliptischen Tafeln im Interesse der Wissenschaft unternommen und 




• x'x»)]' 

findet das merkwürdige Resultat, dafs sie immer auf die Summe zweier ellipti- 
schen Integrale der lstan Gattung zurückkommt, deren Amplitudo dieselbe und de- 

r«n Modale Comptanant« tob einander sind. Setzt man nemlich «* = -pg •, 



y a = (6-f-e) ainq^ 



V(l — c'sin* o?)4-V (1 — b* sin* 9)* 

2 X ( l «4- X 

oder wie dar Verfasser sie darstellt, sin* 9 = 73-: — > , die Gleichung: 



itiOL 



V-fx(l— x'Kl-x'x»)! = VT2(l+x}] * 



Diesem« Substitution, bemerke ich, giebt 

r Vxtfx __ F(b,g>) — F(c,tf) 

V[(l~ x*)U— V^T(1+*)] ' 

Da die gegebene Substitution nur reell bleibt, wenn x zwischen 0 und 1, so giebt L e- 
g«ndr« für den Fall, wo x zwischen 1 und 00 , noch andre Substitutionen, welch« 
das Integral auf elliptische zurückführen. Er wendet hierauf das Abel sehe Theorem 
an, und erhält dadurch merkwürdige Resultate für die elliptischen 



Legendr. gi«bt *. Tranecend.nten f^p, 

steigt, den Namen der hypere Iii (»tischen ( ultra - tlliptiques). Wir würden sie die 
Abelschen Transcendenten nennen, da Abel zuerst ei« in die 



Analrsis 

führt nnd durch «in umfassendes Theorem ihre grolse Bedeutung nachgewiesen hat. 
Diasem Theoreme selbst dürfte wohl rorzugsweise, als dem schönsten Monumente die- 
ses anfserordentlichen Geistes, der Name des Abelschen Theorems zukommen. 
Denn gern stimmen wir dem Verfasser bei, dais es das ganze Gepräge seiner Ge- 
dankentiefe trägt. Wir halten es, wie es in einfacher Gestalt ohne Apparat von Cal- 
cul den tiefsten und umfassendsten mathematischen Gedanken ausspricht, für die grofste 
mathematische Entdeckung unsrer Zeit, obgleich erst «in« künftig«, rielleicht späte, 
grofse Arbeit ihre ganze Bedeutung aufweisen kann. 

In einer Abhandlung in diesem Bande habe ich das Enlersche Fundsmental- 
Theorem aaf doppelte Integrale ausgedeh- 1] das gleiche kam in aller Allgemeinheit 
mit dem Abelschen Theorem geschehen. Es bedarf hierzu nnr, wie ich an einem 
endern Orte zeigen werde, des auch für andre Untersuchungen merkwürdigen Satzes 
dar Algebra, dafs wenn / und F swei ganz« rational« Functionen tob x nad y sind, 

und man in den Ausdruck -xr — — - — — — tt, — r für x and y alle Systeme von 

f(jc)F'(y)—f , (y)F'(x) 

Werthen setzt, Tür welche zugleich /<=0 und F = 0, die Summe der so erhaltnen 



Digitized by Google 



416 31- 



W« aber die wirklich« numerische Berechnung der Integral« J* ^y^j^ ~ belrift, 



to werde ich an eioem andern Orte zeigen, dats sie immer mit derselben Leichtig- 
keit wie die Integration rationaler Functionen, geleistet werden kann. Die hierzu ge- 
brauchte Metbode findet in der Theorie der himmlischen Störungen eine wichtige An- 
wendung, da sie tich nicht blob anf die einfachen Integrale erstreckt. 

Abel selbst hat im 4ten Bande dieses Journals sein Theorem enf alle Integrale 
algebraischer auch inexpliciter Functionen erweitert. Seine Darstellung mub aber 
renroducirt werden, was, da dar Haupt- Ideengang sich erkennen la'fst, nicht schwer 
fallt. Diese Erweiterung geschah kun vor seinem Tode and war seine letzte Arbeit 



Beim Schlüsse des 3ten Bsndes des Lege ndreschen Werks stellt sich ans noch 
erneuert das grobe Verdienst dieses aasgezeichneten Mathematiker« vor An gen, dab er, 
abgesehen too den wichtigen Entdeckungen, mit denen er die Wissenschaft bereichert 
hat, in dem rielfach zerstreuten Stoffe zwei grobe Disciplinen ab die Hauptaufgaben 
der Mathematik in seiner Zeit herauserkannt hat, und daraus und durch die Arbeit 
seines Lebens selbstständige Theorien gründete, welche hinfort zu den wesentlichsten 
Bestandtheilen alles hohem mathematischen Studiums gehören müssen. Und so hat er 
noch in seinem echlxigsten Lebensjahre, die Aufgabe der Zukunft vorfuhleod, mit 



April 1832. C. G. J. Jncobi. 

NacJischrift. 

Das too Legendre so Ende des 3 ton Theüs gegebne merkwürdige Theorem 
labt sich auf das allgemeinere Integral 



r. 



V~[x (l - x)(l -x X x) (1 + x) (1 + X x)] 



für t. — 1 mit dem Legendreschen Übereinkorn tot, und das sich 
ebenfalls immer auf die Summe zweier elliptischen Integrale der ersten Gattung zu- 
rück fahren labt, deren Amplitudo dieselbe ist, deren 31oduln eber im Allgemeinen 
nicht Complemente von einander sind, sondern wenn man x und X gehörig annimmt, 
irgend welche beliebige «ein können. Es seien nämlich b und c irgend beliebige Mo- 
duln, VmY\i —bb), c / S=(l— ec) ihre Complemente, *== (jE^)' lm G^t)' 

° ,Ur E Vx+va v*—vx 



V 

so giebt die Subslilution 
die Gleichung : 



y _ l-V(xA) , l+V(xA) 

ia(i+*)(t+4)3' c -Vl{i+x)a+X)y 

V~( 1 - b* sin» tf) -f V"(l — c* sin» o») 



Vx dx *' + c / r«?/ t nii?/ vi 

, Vlx (i - x) (i - x Xx) Ii +Ax)] " T lTOW+*fef» 



Dieselbe Substitution giebt 

f* Vjcdx _ + a ^ P(r «rtt 

J. Vq(l-x;(l-xAx)(l + x*;(t + ;ix)J ~ 2lc'-»V ( p l c >? ! l' 
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wo l^gi- ir[»i(i+«)(i+ijj - ieh b ™ k ' uoch *• 

Mn » - cos flp _ (7 -_^ (i + x _, 

1 - 6« sin» y = («-Vfr»x)' _ <. + lT(,* )a .)» 

V (l+it*)(i + i*)' c sin <p _ (1 + xx)(1 + ixr 

welche leicht zu den angegebenen Resultat 

•ach hier 0 «od -J, trenn 0 and 1 die Gi 

Man siebt so, daf« allgemein die Summe und die Differenz zweier elliptischen 
Integrale erster Gattung mit derselben Amplitudo und beliebigen Moduln dt« Eigen- 
schaften der ersten Klasse der Abel sehen Transcendenten gen leisen müssen, in wel- 
chen die Fanrtioo unter dem Quadrat Wurzelzeichen bis auf den 5len und 6len Grad 
steigt. Diese Beoterkong, welche Legeodre zuerst für den Fall, wo die beiden 
Moduln Complemente von einander sind, angestellt hat, und welch« sich nach dem 
Obigen leicht auf zwei beliebige Moduln ausdehnen liefs, ist für die Theorie der ellip- 
tischen Transcendenten von Wichtigkeit, und kann anderseits bei der Behandlung je- 
ner Klasse der Abelscben Transcendenten mannigfachen Nutzen gewähren. 

Setzt man in den vorstehenden Formeln l negativ, so erhalt man ein Paar 
imaginärer Modoln. Ks sei fc» = *-f/V— 1, 0* = *— fV— 1, so wird, wenn man 
— X statt k setzt, 

_ \r((l-e)»-f.//)4-e-l _ V7(l -«)«+//)+ — « 

und die Sommation der beiden gegebenen Resultate gieU: 



Jo V-d-Ce+yV^-l) sin* <p) 

! r * i± 

Vry*((l-0 *+//»- *+l]Jc V"[x(l-x)^-i-*Ax)(l-J-zxjU-Aar;J* t ' 

irpr((i--ev+//)+e-i] r* dxVx 

Die imaginären Modoln lassen sich in uazähligen Fällen auf reelle zurückführen. Denn 
man weifs, dafs man durch eine Transformation der nlen Ordnung einen Modul in 
so viel andre traosformiren kann, wie die Summe der Facturen von n beträgt; von 
diesen sind, wenn der ursprüngliche Modul reell angenommen wird, nur so viel eben- 
falls reell, wie di« Anzahl der Factoren von n beträgt; alle übrigen sind imaginäre 
Moduln, die in Einen reellen tranaformirt werden können. Man wird also auch die 



wo x und Ä positiv sind , in unzähligen Fällen in elliptische Integrale mit reellem 
Modul traasformiren können. Anderseits giebt die zuletzt gefundene Gleichung viel- 
leicht die einfachste Darstellung des elliptischen Integrals erster Gattung mit imaginä- 
rem Modul in der Form P+QV — 1, und so rührt die Theorie der elliptischen In- 
tegrale, selbst für den Fall imaginärer Moduln, mit Jfolhwendigkeit auf jene erste Klasse 
der Ab eischen Transcendenten. 

C G. J. Jacobi. 
CMWl Journal i H. Bd. VTO. Hit 4 54 
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31. Nachriohten von Uuchern. 



2. Die tob dem Herrn Verfasser selbst, dem Herrn Dr. Hiading, Privat- 
docenten an der UBiversität zu Berlin, Im vorigen Bande diesee Journals S. 414. an- 
gezeigte Schrift über die Theorie der Zahlen ist jetzt anter dem Titel „An- 
fangs-Gründe der höheren Arithmetik, Berlin, bei Reimer, 1832" erschie- 
nen. Sie beschäftigt sich, der Ankündigung getnäTs, mit der Auflösung der unbestimm- 
ten Gleichungen vom ersten und zweiten Grade in ganzen Zahlen, mit dem dazu ge- 
hörigen Theile der Theorie der Kettenbrücbe, mit den quadratischen Formen ganzzahli- 
ger Ausdrücke und mit verschiedenen Eigenschaften der Zahlen, als Producta von Prim- 
zahlen, als Reste und Divisoren von Potenzen, als Summen von Quadraten, u. s- w. 
betrachtet, so wie der Primzahlen selbst, in einem Umfange, der s. B. die bedeutend- 
sten Anwendungen desFermatschen und Wil so n sehen Satzes und des Reciprocitäts- 
Gesetzes der Primzahlen, als Quadratreste betrachtet, folglich einen bedeutenden Theil 
der gesammtetf Zahlen -Theorie einschliefst. Den Beschlufs macht eine historische 
ISotiz über die Entwicklung der Zahlenlehre. Die Schrift ist augenscheinlich mit Ein- 
sicht nnd vielem Scharfsinne verfafst, und es sind die besten Quellen und neueren Ver- 
vollkommnungen dabei benutzt worden. Deshalb Ist sie Jedem, der sich für die Ma- 
thematik interessirt, zu empfehlen. 

Eine merkwürdige und, wenn man dagegen die Fluth von mathematischen Ele- 
mentar - Büchern betrachtet, kaum glaubliche, doch aber wahre Thatsache ist es, dafs 
es bis heule noch kein, einigerrnafsen seinen Gegenstand umfassendes Elemenlar-Buch 
der Zahleulehre gab; dafs die Schrift des Hrn. Dr. Minding die «rate systematische 
Abhandlung dieses Theils der Mathematik in deulscher Sprache ist, und dafs es au- 
fs er dem überhaupt nur noch zwei ausführliche Schriften darüber giebt: die Disquisit. 
arilh. von Gaufs und die Theorie des nombres von Legendre; obgleich grade die 
Theorie der Zahlen ein zur Übung der Denkkraft, also zur Beförderung des eigentli- 
chen Zwecks der Mathematik ganz vorzüglich geeigneter Theil derselben ist, und 
selbst für Schulen ganz eben so nützlich und nölhig sein dürfte, als das was dort 
sonst von der Algebra und Geometrie gelehrt wird. So wenig allgemein noch wird 
also selbst das Wesentlichste und Vortrefflichste benutzt! Dieses giebt von dem Stande 
der Verbreitung und Benutzung der Mathematik keine vortbeilhafte Vorstellung. Ver- 
graben sind in der That noch kostbare Schätze, in theils unbeachteten, tbeils, frei- 
lich viel genannten, aber wenig gekannten, tbeils auch, uud eben nicht durch die 
Schuld des Gegenstandes, wenig verständlichen und zugänglichen Büchern und Schrif- 
ten, während immerfort das wenige Ältere verarbeitet wird!, welches, wäre es nicht 
voa unverwüstlichem Stoff, vielleicht auch noch sich wiederum verlöre. Möchte man 
doch nur erndten wollen. Es sind viele reiche Gaben da für Alle. 

3. V-Hi grofser wissenschaftlicher Wichtigkeit sind ferner die neuen Arbeiten 
Tolssons, z.B. folgende, aufser der im vorigen Heft dieses Journals befindlichen Ab- 
handlung : 

Memoire sur la propag ation du mo uvement dans les milieux 
dlastiquts. 1830. 

Memoire sur les mouvemens simultane"* d'un pendule et de l'air 
tnvirannunt. 1831. 

Memoire sur la tht'orie du magne'tisme en mouvement. 1826. 

Memoire nur le calcul des variations, 1831, welches eine interessante 
Ergaozung der Variation»- Methode für den Fall doppelter Integrale enthält. 

iV ouvelle theorie de Vaviion capillaire, 1831, worüber sich im vo- 
rigen, 7t«fl Bando dieses Journals S 170. eine Notiz beiludet. 

Ferner ein nachgelassenes Werk des berühmten Verfassers der Theorie de la 
chaleur, nemlich die 

Analyse des e'quationt d / 1 e rminde s , von M. Fourier, 1831, 
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tod welcher Schrift jetzt, nach dem Tode des Verfassers, der erste Band erschie- 
nen ist, der eine Auflösung-Methode der numerischen Gleichungen aller Grade lehrt, 
welche nicht aliein der Lagrangischen vorzuziehen, sondern vielleicht die vollkom- 
menste ist, welche gewünscht werden kann. 

Es fehlt hier an ilatun, alle diese vortrefflichen neuen Erscheinungen näher an- 
zuzeigen; die INumen der Verfasser verbürgen ihren hohen Werth. 

D. Herausg. 

4. Eine merkwürdige litterarische Erscheinung dieses Jahres ist folgendes Buch: 
Meehanics of heavens by l\Ir ». S om m er vi 1 1*. Die Verfasserin, welche be- 
reits den Physikern des Contiuentes durch ihre Versuche über den Einflufs der Son- 
nenstrahlen auf den Magnetismus bekannt ist, nimmt nun in hohem Grade das In- 
teresse der Mathematiker in Anspruch. La place hat in seiner MJcanique eheste ent- 
schieden die Absicht nicht gehabt, einem gröberen Publikum das Studium derselben 
leicht zu machen. Die Resultate dieses großartigen Buches und deren Entwickelung 
bleiben Manchem verschlossen , dem sie bei einer fafslichern Darstellung zuganglich 
■■■■in würden. Aus diesem Gesicbtspuncte unternimmt es Frau Sommerville, ganz 
eingedrungen in die abstraktesten und zusammengesetztesten mathematischen Entwicke- 
lungcn, ihren Landsleuten den Inhalt der M/canique e/leste (den theoretischen Theil ) 
wieder zu geben, faßlicher dargestellt, aber auf keine Weise verstümmelt. Dem Texte 
sind Holzschnitte einverleibt und dadurch zuweilen die analytischen Entwicklungen 
durch geometrische Anschauungen erleichtert, aber dabei erheben sich diese analyti- 
schen Entwirkelutigt-n selbst zu der neiulichen Höhe als in dem Originalwerke. Der 
Slyl ist leicht und höchst elegant. 

Das Ganze bildet einen starken Band in grob Octav, ist splendid gedruckt 
und kostet in London Ein Pfund St. p. 

5. Traiti 1 de calcul di/firentiel et de calcul integral par Mr. te 
Prof. S. F. Lübbe, i'raduit de V allemand , et augmente de plusieurs 
notft et Solutions par Maurice Kartscher. Paris, «Aes Bachelier pere 
et /i/v, libraires pour les mathematiques. 1831. Un volume in 8. de All et xii pog., 
uvec deux plariches. 

L'auteur de ce Ihre qui, pendant bien des annees, • enseigne les difforentes 
l.ranrhes du haut calcul dans les Colleges et u Puniversite, n'a pas laitse de recounaflre 
que la meilleure 00 bien la seule methode pour faire faire des progres rapides a ses 
eiere«, consistait d'afaord h suirre scrupuleusemenl dans tooles les rechenhes le prin- 
cipe une fois pose, et Ii fournir ensuite aux cominenc,ans assez d'exemptes, pour qu'ils 
puissent s'exercer eux- meines, afinque la theorie et la prntique ae pretassent toujours 
la main. Sans porter prejudice K tout ce qui a £te publik en AUemagne dans rette 
brauche de Pinstructiun , l'auteur n'a pas pu trouver de manuel qui le satisGt enüere- 
ment, et a cru ne pas entreprendre un travail inutile en pnbliant ses propres cahiers 
•oa« le tilre de: Lehrbuch des hohem Calculs, Berlin, bei G. Hayn. 1825. 8. 

Ce livre se distingue par une grande concision et une h'aison intime des matieres 
qni y sont trniti'es, de sorte que tont part d'un meine principe et qu* partout y regne 
Punil^ logique et srienüffqne. En meine tetnps les exemples et les problemes »ont 
bien choisis et en nombra snffisant. Eutin, il doit servir de bäte et de livre prepara- 
toire a un second ouvrage que IWeur a pnblie depois sor la the"oria des trois varia- 
bles, et rjui est travaill« avec la möme methode. 

Mutant convaineu moi - meine des grandes facilitea que ce livre ofTre anx pro- 
fesseora dans leurs lecons , j'ai coneu l'idee de le faire paraitre en franrais pour lui 
procurer un plus grand nomhre de lerteurs. C'est dans ce but que j'ai encore ajoule 
dans un appendic« quelques notes explkalives et les Solutions de plusienrs problemes) 
d«nt il ne se trouve dans l'original que les simples enonc£s; surtont j'ai cru devoir 
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trailer plus «a detail Im probleme« qui coaduisent aux »olutioas particulieres, et £tan- 
dre les derniers numero» concernant les el^mens da la tkeorie daa wjuuions düTeren- 
tielles partielles, et laur Integration. 

Tout ce qae je desire c'est d'aroir offert ou public uo lirra utile ponr l'instrur- 
tioa, et j'ose ma fiatter qn'on Sen servira arer succes, m<*tne en Ailemagne, puisque 
la connaissnnre de la langue fraacaise, qui att peut-elre la plua propre aux mataema- 
tiques, paraft etra dereoue indispensable a toua caux qui veulent etudier cette seience. 
Berlin, ce 30. Avril 1832. 

Maurica Kartacher. 



Wegen Mangel au Raum müssen die fdr dieses lieft bestimmt gewesenen Auf- 
gaben für das nächste Heft zurückbleiben. 



Druckfehler im gegenwärtigen Bande. 
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